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CALCUL INTÉGRAL. — Sur ks intégrales multiples. 

C. R., t. XI, p. 1008 (ai décembre 1840). 

Parmi les méthodes qui peuvent être employées à la détermination 
des intégrales simples ou multiples, l’une des plus fécondes est celle 
que j’ai appliquée à la détermination et à la transformation des inté¬ 
grales simples dans la première Partie d’un Mémoire présenté à l’Insti¬ 
tut le 2 janvier i8i5. Cette méthode consiste à remplacer, dans une 
intégrale donnée, relative à certaines variables x, y, z, ..., un facteur 
de la fonction sous le signe / par une intégrale définie, choisie de ma¬ 
nière qu’après ce remplacement les intégrations relatives aux variables 
x,y, Z, ... puissent être facilement effectuées. On doit surtout remar¬ 
quer le cas où l’un des facteurs de la fonction sous le signe / est une 
puissance négative d’une autre fonction. Souvent alors, pour rendre 
exécutables les intégrations relatives a x, y, z, ..., il suffit de rem¬ 
placer les puissances négatives dont il s’agit par une intégrale eulé- 
rienne de première espèce. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 
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(> 

Coiisidérous une intégrale multiple s de la forme 


(') 


III 


P, Q étant dos fonctions réelles ou imaginaires des variables a 
s, ... et s une constante positive, ou même une constante imagii 
dont la partie réelle soit positive. Désignons d’ailleurs par r(^), 
M. Legendre, l’intégrale eulérienne de première espèce 


f\s-e-‘dL 


Si la fonction Q, ou du moins sa partie réelle, reste toujours pof 
entre les limites des intégrations relatives aux variables .v, y, 2 , 
on aura 



e-ü' dt, 


et, par suite, 

(■O s -- L- f f f- ■ ■ I . .dxdydz.. .di. 


Concevons maintenant que, P, et Q, étant des fonctions de la seul 
riable .r, P,, et Q,, des fonctions de la seule variable y, P„, et 0„ d(is 
(ions de lu seule variable 2 , ,.on ait 

.;i) , I>:r.-.I‘,l>„IL,... Cl Q=:Q^H-CL+Q^,,.K... 

Alors, en [losant, pour abréger, 

{]-. 'd.r, V --J‘\\a ^-‘dy, W = dz, 

on tirera de la formule ( 2 ) 

1 4 ) ' U V W . . . dl. 


Donc alors, si l’on peut obtenir en termes finis les valeurs de I 
\¥, ... considérés comme fonctions de i, la détermination de 1’ 
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grale multiple § se trouvera réduite à la détermination de 
simple 





l’intégrale 


Si l’on supposait la fonction Q liée aux fonctions 

Q/> Q//> ' * • » 


non plus par la seconde des équations (3), mais par la suivante 

(■O Q = I ■+■ Q/;+Q»+• • • ) 


alors, au lieu de la formule ( 4 ), on obtiendrait celle-ci 


(6) s=:~f t^-'VYW...e-‘dt. ■ 

^ I j t/ Q 

Première application, — Supposons 

P 7= .. et Q=:n- ax _ 

/, m, fl, ... désignant des nombres entiers, et a, 4, c, ..., y., ê, y, ... 
des constantes réelles ou imaginaires; en sorte qu’on ait 


( 7 ) 



a:'y"'s’\..e‘'^e'‘ye‘^-... , , , 

-:-;;---^ CISC dvd:---- 

(i-f-a.a?-+-6 y--H . - ■)* 


Supposons d’ailleurs, pour fixer les idées, les intégrations relatives aux 
variables 07, _r, j:, ... effectuées par rapport à a?, à partir d’une certaine 
origine æ — 'i-, par rapport à r, à partir de l’origine y = r,; par rap¬ 
port à -, à partir de l’origine z = 'Ç, .Enfin, concevons que, dans le 

second membre de la formule ( 7 ), la fonction 


I. -H -h 6/ -H -f-... 

offre toujours une partie réelle positive; ce qui arrivera, par exemple, 
si, les (leux limites de chaque intégration étant des quantités positives, 
chacune des constantes a, ê, y, ... acquiert, ou une valeur positive, ou 
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une valeur imaginaire dont la partie réelle soit positive. On trouvera 


et, par suite, 

(8) 8 = j^DlD;rD..... r 




^ ^(a~OLt)x _ ^(a~0Li)^ 


a — cLt 


» ^(a-ûLi)x _ Q(a~OLt)l 


a — (xt 




. . . L^''^ e~^ dl. 


On se trouve ainsi amené à cette conclusion remarquable, que la fonc¬ 
tions de X, J, -, ..., représentée, en vertu de la formule (7), par une 
intégrale multiple, peut être réduite à une intégrale définie simple re¬ 
lative à une nouvelle variable t, quelles que soient d’ailleurs les va¬ 
leurs attribuées aux premières variables a;, j, .3, ... ou à leurs origines 
S, ..., pourvu que la somme 

H- 5 £«-+- €j•+ ys + ..., 

OU du moins sa partie réelle, reste positive entre les limites des inté¬ 
grations. 

Si, en attribuant aux constantes a, h,c,... des valeurs négatives ou 
du moins des valeurs dont la partie réelle fût négative, on supposait 
chaque intégration effectuée, dans la formule (7), entre les limites o, 
oc , on trouverait 


U = Di r dx — Di —1— = 

V, “-Oit-a 

et, par suite. 


r(/-n) 

(af — 


, r(j-4-i)r(w-hi)r(n-)-i)... r 

Enfin, si dans les formules (7) et (9) on remplace l, m, n, ... par 
/ — 1, 7n — I, n — r, ..., et a, ^», r, ... par — a, — b, — c, .. ., elles 
donneront 


(10) 


ym—\ r^n—l 


. . .e 


-axg-l>yf 


( I 01. X H- êj'" - 

T(l) T{m) T{n)... 


■y- 


....) 


dx dy dz... 


r(^) {aaty {b-h ^ty 


-^dt 
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Cette dernière formule subsistera toujours, d’après ce qu’on vient de 
dire, quand, l,m,n, ... étant des nombres entiers, a, b, c, ..., oc, g, 
Y, ... désigneront des constantes positives ou même des constantes 
imaginaires dont les parties réelles seront positives. Ce n’est pas tout : 
on verra dans un instant que la formule (lo) peut être étendue à des 
cas où les exposants /, m, n, ... ne représentent plus des nombres en¬ 
tiers. 

Deuxième application. — Supposons, dans l’équation (i), 
l* = ..... et Q =: i-i-acr-l-S/-f-y--t-..., 


/, m, n ,... désignant des constantes positives ou même des constantes 
imaginaires dont les parties réelles soient positives; et prenons d’ail¬ 
leurs pour limites des intégrations relatives à chacune des variables .r, 
y, Z, ... les deux quantités 

O, CO, 


en sorte que l’on ait 


.,=/ 77 - 

<^0 *•'0 

On trouvera 


- ± ---— dx dydz - 

( I -f- a .X* -H H- y -O 4“. . .y 


U: 


50 

0 


-Cai-anx — 


r(i) 

(_a -+- 


ef, par suite, on tirera de la formule (ü) 

r(/)r(OT.) r(/i)._^ r' _ 

Jo {a-yaty{ 


(12) S = 


r(,v) 


'{b + Qt)"^{c-^yty‘. 


Donc la formule (lo) subsistera certainement, pour des valeurs réelles 
ou imaginaires des constantes 

l, m, n, ..., a, b, c, .... a, £, y, 

toutes les fois que ces constantes ou leurs parties réelles seront posi¬ 
tives. 

CorollaireI. - Si, dans la formule (lo), on réduit les variables x,y, 

OEuvres de C. — S. I, t. VI. 
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à luu' S(!ul(‘, el si l’oti |)0S(>, (hi plus, (i =. i, ou (i*ouvci‘;i 



ri'T 


x.r f 


■ fLv 


v(j) 


Donc, ('U écrivant /'au lieu <l(i /, ct.f au Tu'u de /, on aura 


(i.'i) 


I ('•)./„ (I 1 a.cr' 


I /•"’ ‘c- 

li-hx.r)'' 


DelU' (lernii're Idrimih'., (jui devienl i(l(nil,i([u(f, dans le. cas oii l’on 
|)r(“nd s /', (‘sl, [irécisémenl ruiK* d(^ c<d!(ïs aux(juelles j’étais parvenu 
par la inétliode ci-d(‘ssus exposée* dans lee Mémoire du 2 janvier 
On pourrait de cette formule em déduire plusieurs autre's di<^nes de 
remareine, ('n diirérentiant les deux memhrees uiui ou plusienirs fois de* 
suite* par rappetrtà r. Le's nemvedles intégrale's, ce)mprises dans les lor- 
miilcs iiinsi eehte'nues, seraie*nt h's dérivée's redativ(*s à/■ des inté^i‘al(*s 
e*om|)i*ise*s élans la Idrmule* ( 1 ' 5 ); »‘l, penir passe*!* des unes aux autres, il 
sullirait ele* multiidie*r une eni plusi<*urs fois ele, suite' la Idnction senis 
le* sij^ne* f par l(.r) eni par l(i I-y..»*), la letti'ei e*iirae*téristie|ue' I 
iiielieiuaiil un lee^aritiime* né[!érie‘n. 

La Idrmule! (idj. ('t celles e[ue‘ l’eui e'ii eléeluira par eles elilférentia- 
liems relatives à /*, subsislerenil cerlainemeuit toute*s le*s fois epie! le's 
e'emslantcs r, s edfrironl eleis valeurs [eeisitives, eni eles valeurs imafçi- 
iiaires elont lees parties réelle-s serenit [leisitiveis. 

Coralhdrv II. Si, élans la Idrmule (10), on réeluit à zéro les e*eni- 
stautes ((, h, elle* elenine*ra 


o-it 


....... 

I .1 " * I '.*• 


/ I i-W " 1 1 

, (h: (h- (h . . . 
1-73 i-, ..j*'* 


I 


l'e/) Fe/;/) l'e//). . .l't.v--/ -/n — // •...'I e 

Fia*) . 


(le'tte*. ele*rniè*re! éejualieni suhsiste'ra e‘e;rtainement lorsepie 

A, f, /II, II, X, 6, y, ... 

seront, eni des constantes positives, ou des constantes imaginaires dont 
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Jil partie réelle sera positive, et que la partie positive de la constante .v 
surpassera la partie positive de chacune des constantes l, rn, n,... Si, 
])our fixer les idées, on prend 

s! = S=: y = 

on trouvera 


rrr 

«^0 


y^l—l y ni —1 -rt —1 


('■ 


— dx d y dz 




L’équation (i 5 ) est l’une de celles auxquelles est arrivé M. Binet dans 
son Mémoire sur les intégrales eulériennes. Cette même équation, de 
laquelle on déduit aisément la valeur de l’intégrale 


^ CO CO ^6 

«^0 ^0 


dx dy dz. . . 


I H— X “H -+- Z'^ ~j~.. 


ne (liflère pas au fond d’une formule que j’avais obtenue dans le temps 
de mes premières recherches sur les intégrales définies. Je la retrouve 
sous diverses formes, non seulement dans un cahier de cette époque, 
mais aussi dans l’un de ceux sur lesquels j’écrivais les Leçons que j’ai 
données au Collège de France. J’étais parvenu à transformer l’inté¬ 
grale multiple qu’elle renferme en un produit d’intégrales eulériennes 
de seconde espèce, c’est-à-dire de la forme 


r 


dx 


/O + 

‘Il remarquant, par exemple, qu’il suffit de poser successivement 
5 = (i-h -f-J')”’ cl ([-4-,r)r, 


pour établir l’équation 


yin-i -«-1 dx dy dz 


(i6) 


, 00 «0 O 

I «./q JJq ( I « 3 ? -H JK “H ' ) 

! + + j, (i-h 


xf~^ dx 


Xj 


s-ni-n ’ 




1 -i 
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(‘(.celte remimiue m’avait fait (rahoctl (>si)('*i‘ei‘ (ju’on pourrait tirer de 
la roriiml(( ( t5) des relations nouv(‘ll(‘s entre les (Unix (‘spi'ces d’inU';- 
^rales enlt-riennes. Mais (•(‘tl(! ('S[)(>rane(' ne s’(‘st pas rtadiscM'. J’ai pu 
s(‘uleni(‘nt, (oi [larlant de la forninle (ifi), arrivc'r à des relations (pie 
l’on sait exister (îiilre les int('}j;rales eul(‘riennes de première e,t (1(‘ 
seeomh' es[)èc(‘. Ainsi, en parlicnlier, si l’on réduit les variables 
c,.à une seule, et si l’on reni[daee la lettre / par la l(*tlre /■, on 
reviendra de la formule (i.l) à l’iupialion (l(\jà (‘(miuKï 

r' .r" ' d.r r(/-)r(.v /•) 

(I i *’(e.l 

[roir le résumé des lauious (l()nué(‘s à l’Keole D()lyt(‘cbui(pi(î sur le Cal¬ 
cul iuünitésimal, [). Ch). Dans le cas oii l’on prend .v i, ré([ua- 
tion ( iG) s(‘ transforme, eoinine on l(( sait, en la forninb^ 


rt/')i’(> 


/•) 


suit:/’ 


(pie l’on p(‘Ul eneori' éerin* comme il suit : 


(iS) 


l'd i cjUti /•) 


-r 

siiiT;/- 


D’aill(‘urs ce (jue nous avons dit précédemment suffit pour [nonver 
(pu* l’on |)eul, dans les éipiations (17) et (iH), attribiu'C à r, non seule¬ 
ment des valeurs positives, mais encore des vah'urs imap;inaires dont 
l(‘s parties r(‘(‘ll(‘s soient positives. 

Si. dans l’éipialion (iH), on |)ose en partienlii'r 


r <t\ I, 

n désignant une (piantité réelle, cette éipiation doniu'ra 


(•il) 


I.r) (Lr 


É' 1.^*) (Li 


‘>.7: fl 


H est bon (robs(“rver (pie, pour revenir de l’écpiatiou (i.")) «à l’iupia- 
tiou (r /|), il suffirait de rmnplueer .r par a.t-, y par êy, z parys,- 
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J ajouterai que des transformations semblables à celles qui nous ont 
conduit à l’équation (i6) fournissent, comme l’on sait, une formule dr 
M. Dirichlet, analogue à l’équation (i 5 ), et d’autres formules du même 
genre, que divers géomètres ont obtenues en prenant pour point de 
départ celle de M. Dirichlet. 

Troisième application. — Supposons que, dans la formule (i;, on 
prenne 

P = <ï>('35)z(7)^(-)--• et Q=[f —(aj;-+-SK + yc-t-...)v/^J, 

a, fj, y, • •. étant des constantes positives, et9(.r), z(v), é(s), ... des 
fonctions rationnelles, réelles ou imaginaires, mais tellement choisies 
que les produits 

/z(j), s ... 

s’évanouissent pour des valeurs infinies de x, y, z, _Si, d’ailleurs, 

on suppose les intégrations effectuées par rapport à chacune des va¬ 
riables ,r, y, Z,-... entre les limites 


• 00 , H- 00 , 


la valeur de l’intégrale multiple s, déterminée parla formule (i), de¬ 
viendra 


3o)-S=r f f ■••p- 


?(-g) '/(■>•) 


dx dydz .... 


i^eex -h- ^ y y Z .. .) — ij 

Mais alors, en adoptant les notations du calcul des résidus, on trouvera 

\] \=f ffl(aj) 1 (( (P(æ) )), - 

J-<o - “ " 


Donc, si l’on nomme k le nombre des variables a;, y, z-, ..., la for¬ 
mule (6) donnera 


]). .^e~^ dt 


^ r(.9) _» 0 

■ et, si dans l’équation (21) on effectue l’intégration relative à t, on tirera 
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(!(' ('‘([iialioii, joinU; à la Ibriuuli' (20), 



Q{.f ) -/( !•) ;|.. . 

I 1 (it.r -I ■ S r -i-y;...) V 


,/.r dv d:.. . . 



(( 7 . (.'•)'!'(-b •.V)__ 

(a./' -1- 6^)' a- y Z ..) V • I 


l-’(‘‘(|ualion i^2u), (•(tuiiiK' (ouïes les é(|uat,i()ns iiua^'iiiaiia^s, s(^ décom¬ 
posera jféiiêralfuuent eu deux aulri's, (|ui ibuniiroMl l('s valeurs nadirs 
de deux iiilé^rales mulliples. Eors(jue h'S Ibuclious 

'H-)' 


devieudroul réelh's, ainsi (|ue l’exposaul s, ees deux iu(,éji,ral('s mul¬ 
tiples seront, les deux suivau((‘s : 

/“ /" .. . V<-'') /<.'■' 'W •. •eos| .vare, lun};'(a.r I 6',)- I ■ yz\-.. ■) \ 

• ' I I I- c e I •/; I . . 

el 


f. 


VI-/ )/l.»')* oy \ -yz 1 • • • ^1 
I I } isc.r ■} Gy y- yz \ . , . )M ” 


si l'on réduit les variables .r, v, 3, ... à uiu' s<‘ul(‘, la (brmule ( aa) 
dmUH-ra siun>leuieut 


( -Ci ) 



Vt'^b 

a.-i" V' 



• t: \ 


l 


(,i 


(( vl:^*)]). 

■ a.rv ■ ■ «/ 


Lors(jiH‘ la loi)i(‘rK)n 9 «rj ci la ([nantili‘ s sc.ront r(‘.(‘ll(^s, 1 (a[naliün 
fournira cm incnn* 1 (*ih[)s l(‘s vahuirs des dcnix intéf»;rales 



0(0 ) cost.varclanga./’) 

(I f 


fLt\ 



V(.r) siti (.V ar(‘, ta np; a.r ) 

(i H 


dr. 


Si, pour fix(‘rlcs id(‘cs, on prend 
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la formule ( 23 ) donnera 

(-'0 r- 

(j -H (r — ax \ — i)^ (i + a)^ 

puis on en conclura, si l’exposante est réel, 

cos (e nrc . t. 

—-; dx ~ -r-. • 

- ( t + a 

{i -h X-) (i -h a- X-) - 

Au reste, on prouverait aisément que la formule (24) n’est pas altérée 
([uand on y remplace le binôme i — a.x\/—i par le binôme i + a.rY — 1: 
(!t cette remarque entraîne dans tous les cas réqualioii( 25 ). Cela posé, 
rien n’empêchc d’attribuer à s dans la formule (25), aussi bien (pie 
dans la formule (24), une valeur imaginaire dont la partie réelle soit 
positive, ou même nulle. 

Si, dans la formule (2.5), on pose 

•v = e\/~i, 

/• étant une quantité réelle, on obtiendra deux nouvelles formules, 
savoir. 




tang ao: /'arc langa.r j 


et 



-rare Lang gjjj 


1^- 1 (l j 

j^M(i -4-a-ér-) 


dx 

J “j— X” 


dx 

I —j— X" 


TT COS[/- 1 {_t -h y.)\ 


T. sili [r l(i -h X] |. 


Si l’on dilférentiait une ou plusieurs fois de suite les équations ( 2'jj, 
(25), par rapport aux quantités a, s, on obtiendrait de nouvelles foi'- 
mules, par exemple la suivante : 



eos(.ç arc latiga.r) 


1 (I + a-x-) dx — 




277 l(l 4 - 5:) 
(I 4- y.)~ 


On pourrait encore déduire du principe général rappelé au commen¬ 
cement de cet article, les valeurs d’un grand nombre d’autres inlé- 
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grales définies simples ou multiples. Parmi ces intégrales, on doit 
distinguer celles qui se trouvent déterminées dans le Mémoire déjà 
mentionné. 

Dm terminant cet article, nous ferons une observation qui n’est pas 
sans importance. Les formules auxquelles nous sommes parvenus 
subsisteront généralement, sous la condition que les valeurs des inté¬ 
grales qu’elles renferment demeurent finies et déterminées. Elles 
pourront se modifier, si cette condition n’est pas remplie. Mais, pour 
savoir ce qu’elles deviendront dans ce dernier cas, il suffira ordinaire¬ 
ment de recourir aux principes que j’ai établis dans mes divers Mé¬ 
moires sur la théorie des intégrales définies, par exemple, de réduire 
les intégrales définies qui deviendront indéterminées à leurs valeurs 
principales, et de remplacer les intégrales qui deviendront infinies par 
d’autres intégrales du genre de celles que, dans le Mémoire du 2 jan¬ 
vier i 8 i 5 , et dans les Exercices de. Mathématiques, j’ai désignées sous 
le nom à'intégrales définies extraordinaires. [Voir le Volume 1 des 
Kncercices de Mathématiques, p. 67. ) 


113 

Mécanique céleste. — Méthodes pwpres à simplifier le calcul des 
inégalités périodiques et séculaires des mouvements des planètes. 

C. R., t. XII, p. 84 (u janvier 1841 ). 

Le calcul des perturbations des mouvements planétaires dépend, 
comme l’on sait, du développement d’une certaine fonction R, appe¬ 
lée la fonction perturbatrice. Déjà, dans les Mémoires publiés à Turin, 
en 1 83 1 et 1832, ainsi que dans les Comptes rendus des séances de VAca¬ 
démie des Sciences [voir les n“ 11 et 12 du second semestre de 1840) ( ' ), 
j’ai donné des formules qui permettent d’obtenir directement le coeffi- 

L’) Œuvres de Cauchy, S. I, t. V. — Extraits n“ 9S, 96, p. a88-3ii. 
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cifent d’un terme quelconque correspondant à une inégalité donnée, 
dans le développement de la fonction R, en une série de sinus et de 
cosinus d’arcs qui varient proportionnellement au temps. Mais la con¬ 
vergence de cette série est assez lente; et comme, par suite, le nombre 
des termes que l’on devra conserver dans le développement de la fonc¬ 
tion perturbatrice R est très considérable, il importait de réduire la 
détermination numérique des coefficients de ces mêmes termes à la 
recherche des développements de R ou d’autres fonctions en séries dont 
la convergence fût plus rapide. Or, pour atteindre ce but, il suffit de 
développer d’abord la partie de R qui correspond à deux planètes en 
une série simple, ordonnée suivant les puissances négatives de la dis¬ 
tance qui séparerait ces deux planètes, si les plans de leurs orbites 
coïncidaient et si le mouvement elliptique de chacune d’elles se ré¬ 
duisait au mouvement circulaire; puis, de développer les coefficients 
des puissances négatives dont il s’agit en séries de sinus et de cosinus 
d’arcs proportionnels au temps. Après ces deux opérations, la fonc¬ 
tion R se trouvera représentée par une série multiple dont les divers 
termes seront précisément de la forme qu’a indiquée M. Liouville dans 
son beau Mémoire du ir juillet i 836 , en sorte qu’on pourra immédia¬ 
tement faire servir les fonctions elliptiques au calcul des perturbations 
planétaires. Ajoutons que de cette série multiple on passera facile¬ 
ment à celle qui représente le développement de R uniquement or¬ 
donné suivant des sinus et cosinus d’arcs proportionnels au temps, 
attendu que le coefficiént de chaque terme dans la seconde série se 
trouvera exprimé par une fonction linéaire des coefficients de divers 
termes de la première. On voit donc combien il était à désirer que l’on 
pût disposer les calculs qui doivent conduire à la première série, de 
manière à les rendre facilement exécutables. Cette condition se trou¬ 
vera effectivement remplie si l’on suit la marche que j’exposerai ci- 
après. 
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Anai-vsk. 

§1. — Considérations générales. 

Soient 

m, m 'les inassc.s des deux planètes; 

/•, /•' leurs distanc<'.s an centre du Soleil ; 
t leur distance nuitiudle; 

^ l’anghî sous lequel cetUi distance est AUie du centre du Soleil. 

Dans \a Jonction, perturbatrice R, relative à la planète m, la partie cor- 
respondanU! ik la planète w' sera 

m'r . ni' 

—yrC.OSO 

en sortie que Tou aura 

ni' 

( I j U —77- coso ... -.— . ...» 

/* V- 

la valeur de x étant 

( ) t v™ ( ^ /7‘' (»()s O I • r'‘^ ) “. 

Soient d’ailleurs, dans les ellipses osculatrices des courbes décrites par 
l(ks planiites ni, m', 

p, p' les longitudes de ces planètes; 

•\i, A' leurs anomalies excentriques; 

T, T 'leurs anomalies moyennes; 
a, a' les demi grands axes; 

2, £’ les excentricités; 

CT, ra' les longitudes des périhélies ; 

T, les instants des passages des planètes rn, m' par ces périhélies. 
Enfin, M étant la masse du Solijil, posons 
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Les anomalies moyennes J, T seront liées au temps t par les équations 
linéaires 

et, si l’on pose encore 

y. = (i_£2)\ 

les équations du mouvement elliptique de chaq'ue planète seront de la 
forme 

(^) /■ = «(i — e cosil^), 

(. 4 ) cos(/j —CT) = sin{p — m) = - - , 

1 — SCOSijj ^ I — ECOSd; 

étant une fonction implicite de T, déterminée par la formule 
(, 5 ) tj/ — E sin = y. 


Ajoutons que, si, en nommant I l’inclinaison mutuelle des plans des 
deux orbites, on prend 

.1 • J 

IX = COS’-> vr^sin^-, 

‘^2 2 


on aura 


(6) cosiî= [ji cos{p'—p + H) 4- V cos (/)'+P - 1 - $), 

II, <1> désignant deux constantes qui dépendent des positions de ces 
mêmes plans. 

Cela posé, pour déterminer les diverses inégalités périodiques ou 
séculaires, produites dans le mouvement de la planète m par l’action 
de la planète m', on devra développer, suivant les puissances entières 
des exponentielles trigonoraétriques 

les deux termes qui sont proportionnels à m' dans le second membre 
de la formule (i), c’est-à-dire les deux expressions 

jn’r ^ 

—^cosô,-J 

r- V 



20 


COMPTES UENDUS DE L’ACADÉMIE. 


on, C(' (jui revient au inênie, les deux Ibnctions 

/•(•osiî I 

‘T 

D'ailleurs on tirera (l('s é({uations (.'}) et (/i ) 

~ <'.os{/* - ttt) :- î, ^ .sin (/> ■ m) - .sin'}j, 



Hulin, si, en apiiortunt une lép;ère inodilieutiou aux notalions ci-dessus 
admises, utin tle siiuplilier ré(juution (9), oit représenle par 

U i W et', <1> CT ct' 


les tlcutx constantes jus([u*ici rt;prés('ntces par II et <l>, les é([uatious (C j 
et (9) dcviemlront 

U"l eits') ;/.cos(// ct' —/> 1 ct ( II) ( v e.()s(//. ct'-i /< • ct ( <1') 

et 


1 /*/•' 

i .■■■', 

1 

,,[lv 

(cos-/ 

- €*’ 

//sni»yv 

1 ) (eos'{; 

■■ 6 

/. 

I 

1 tiif 

’ 1 ^ 

f-c l'v' 

4cOS'|/' 

t 


i)(eoS'{^ 

£ 

zsiirj^v' 

1 ' 

1 

ï 

- y 


‘ (eos-y 


h v/— 

"i)(cos'|- 


î xsin^l^V' 

t 

! 


'(cos'y ■ 

.... g'.,. 

- v! siu'y v'"-'" 

“)(cos'l/ 

■ € 

■■ X 

1 ' 
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2 \ 

Or, eu égard aux formules (2), ( 3 ) et (11), les quantités (7), dont la 
première est égale au rapport 

rr' cos 

,./3 ^ 

pourront être immédiatement exprimées en fonction des anomalies 
excentriques 

tL et ’Y 

et développées en séries qui soient ordonnées suivant les puissances 
(‘utières, positives ou négatives, des exponentielles trigonométriques 

OU l)ien encore en séries qui soient ordonnées suivant les puissances 
entières, positives ou négatives, des exponentielles trigonométriques 

D’ailleurs, la recherche des développements de la seconde espèce 
pourra être réduite au calcul de termes contenus dans d’autres déve¬ 
loppements de la première espèce, en vertu des théorèmes que nous 
allons énoncer : 

Théorème I. — Soit a une fonction de la variable é liée à la variable T 
par V équation ( 5 ) et n une quantité entière positive ou négative; le coeffi¬ 
cient a„ de _ 

dans le développement de a en série ordonnée suivant les puissances en¬ 
tières de e^'^~\ sera en même temps le coefficient de 

dans le développement de l'un quelconque des deux produits 

nsj — I 

en série ordonnée suivant les puissances entières de e^^~'. 
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Démonstration. — En effet, si l’on pose 

le signe 2 s’étendant à toutes les valeurs entières positives, nulles ou 
négatives de n, on en conclura 

(12) >'e-’--ré=tdT, 

puis, en intégrant par parties. 


: — f — ]==, e - ” ‘ D dT. 

2 r. J. n J~i 


Si maintenant on a égard à la formule ( 5 ), les équations (la), (i 3 ) de¬ 
viendront 

(i 4 ) ' 

I r®’' I — — 

f B,J= — / - g«esiinj;'/-i dih, 

( 2ir7o n^-i ^ 


et de ces dernières, comparées à la formule (12), on déduira immédia¬ 
tement le théorème I. 

Au reste, le théorème I qui se déduit aisément, comme O'U vient de 
le voir, des propriétés d’intégrales définies déjà employées par les géo¬ 
mètres dans les problèmes d’Astronomie, pourrait se déduire encore 
du théorème de Lagrange sur le développement en série des fonctions 
implicites. 

Corollaire 7 . — Si l’on pose en particulier n — o, les équations (12) 
et (i4) donneront 

^0~~J ^dT—~J (i — e COSt};)8^d;. 

Cette dernière formule entraîne évidemment la proposition suivante : 

Théorème II. Le terme constant, c’est-à-dire indépendant de l’expo¬ 
nentielle dans le dévéloppement de la fonction a en série ordonnée 
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SLiimnt les puissances entières de cette exponentielle, sera aussi le terme 
constant du développement de la fonction 

»(r — cosv];) 

en série ordonnée suivant les puissances entières de \ 

Des théorèmes I et II on déduit encore immédiatement ceux que 
nous allons énoncer : 

Théorème III. — Soient y une fonction des variables liées aux va¬ 
riables T, T' par les deux équations 

et n, n' deux quantités entières positives ou négatives. Le coefficient de. 
dexponentielle trigonométrique 

^{nT-hn'T) 

dans le développement de la fonction y en série ordonnée suivant les puis¬ 
sances entières de 

sera en même temps le coefficient de 

dans le développement de Vune quelconque des quatre fonctions 

(i __ £ COS'I;) (t — 
nfi— I 

— k==. (i — £' cos4»' 
a sj—i 

-L sin 4; 4^' B 

nn' ^ ^ 

eji sèiie ordonnée suivant les puissances entières de g'VV-', 

Théorème IV. -- Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
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précèdent, le terme constant développement de la fonction y, en 

série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 

sera aussi le terme constant du développement de la fonction 
«(l — £ COS 4») (l — é cos 40 

en série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 


§ IL — Développement de la fonction 


r cos (5 


La fonction 


r coso 


pouvant être présentée sous la forme 


rr coso 


il résulte des formules (3) et ( 9 ) du § É que Ton pourra immédia¬ 
tement développer cette fonction suivant les puissances entières de 
si l’on sait développer de la même manière un quelconque 
des quatre produits compris dans la formule 


(cos4 — £ ± % sin4 s /— 0 


cos4'"- £'±: y. sin4^ 
(l —£'COs40^ 


ou, ce qui revient au même, si l’on sait développer, suivant les puis¬ 
sances entières de e'^^~\ chacune des deux expressions 


cos4 -- £ -hx sin4 \/— -i. 


cos 4 — £ H- X sin4 \/— ï 
(i — e cos4)^ 


desquelles on déduit immédiatement les deux suivantes 


cos 4 — £ — X sin4\/— i 

(l — £ C 0 s 4 )^ 


cos4 — £ — X sia4 \/ — I, 
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'■» s(‘(ileau'at lo signe de y/^. O,-, si l’on pose d’abord 

^ H — cos'^---£-f. Xsia^ 

011 (i*onv(M‘a 
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V-.J 


ï),p :rr: x COS']; -f- sillv}; \/— i ; 


H. (‘H voila du Ihéorèiae I du § I, le coefficient de (la„s le 

devi'loppiuaeat di' la lonelioa a, se réduira au coefficient de dans 
le iléveloppemeni du produit 

- (x cos'j; -i- .sin'ji \J — 1 ) 

OU, ce ([ui revient au aièiae, au Lerine indépendant de dans le dé- 
veloppiMiKMit de la ronclioa 

~ (x c.os'Ij • 1- siu'|i y/— i ) 

Or, eoiaiiK' ou a générabuneal 

Jii \k ’ 

le signe X s’étendant à toutes les valeurs entières nulles ou positives 
de /% si l’on désigai' [lar 

le leriiKï indépiMidaat de ' dans le développement du produit 

(s cos'ji)'^' (a — i)'*’, 

ou, ce (|ui revient au aiêine, le terme indépendant de a? dans le déve¬ 
loppement du produit 

.r' {x -t- x~' y {x — x~^y', 


on aura 

fO 




1 ,/c -H 


I . . . . A' \ 2 . 


Il y a plus : l(‘s quantités entières de la forme N/,sont évidemment 

Ofjures t/e* T. S. I, 1. VI. 4 
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liées les unes aux autres par les équations 

, i — A- -t- 

(^) - _ - 

. /.■"! -i,y ,/.—1 ? 

et, si l’on désigne à l’aide de la notation 
le eoelïicient de x dans le développement du binôme 


c’est-à-dire, si 
(4) 


l’on pose 


(r+.ry, 


(l).= 


1 (|_,)...(! 


I ) 


oii aura 


—(— O ■ -t-■ )<•-»+Il 


(■’i) ' 


i'ô-,,,!,/.- - 


//•+-!,0,/c ■ 


■ ^ô_„_,,o,A=(— l) 


2 


n-h-l ( )X‘ - n -- l 1 • 


Ajoutons que, si l’on prend n = o, la valeur de réduite à sera, en 
vertu du théorème II du § 1, égale au terme qui reste indépendant de 
A'V-' clans le développement du produit 

(l — E COS'.|;)ii (l — 2 COS 'J/) (cos 'A — 2 -H Z Sill'i v"— ‘ i 

= [i — 22(6'^-' -f- [(( -i- x)e'l'v'-> — 5 ,. 


(le sorte qu’on aura 

(«) 


Posons maintenant 

_ cos'l —■ s -t- Z sin ’j; y '— i 

^ (l — eCOS'j/)* 

Alors, en vertu du théorème I du paragraphe précédent, le coefficient 
(le dans le développement de la fonction e, se réduira au coef- 
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iieieiiî de « dons le développement du rappnrl 




eos’. 


X — •/. siti O V 


(I — î eos']/ s- 




D’ailleurs, si Ton pose, pour abréger. 



e’est-a-dire, en d’autres termes, si l’on désigne par*/; la laiii^uuile dt‘ ia 
moitié de l’angle qui a pour sinus s, on trouvera 


cos'iy — • + A- sin-i^ V — * = — i — re v ^ 

‘ ‘ 9.r, 

I — • cos'L = — f I — V -1 I — T ^ ~ ^ , 


et, par suite. 


cos'i> — 3 -h A* sin-i; V — ï “T ~7 

-!- 1 -^-^ - = —. ^>V\ - ^ ■ r — T et- V -1 

(I —COS'i;)- £ 


Donc l’expression (8) deviendra 


O Y , f ,-. ^ ,1 

^ V ^ ( I _ Y* ^ 1 j c. si U ^ ~ î ^ 


et le coefficient a„ de e"^' dans la fonction <s, se rcdnica an ternie (|Ui 
restera indépendant de dans le développement du produit 


-iZ; g—(-■‘-ij'î'v-* ( I—T,e'î'' ' ; 

de sorte que, en ayant égard à la formule 

(i _ T,e'l'v^)“’ = 2S (A H- i)t/‘ - 

on trouvera 

ti ^ / £ Ai 

(,io) . = ( - ) 

le signe 2 s’étendant à toutes les valeurs entières nulles ou posilive> 
de h et de A. 
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Si, dans la formule (ro), on réduit le nombre n à zéro, elle donner: 
simplement 

(il) »0=O, 

attendu que, pour n — o, le produit (9), réduit à la forme 

— e’W-i (i — 2.111 -I- 2T|-1- -h ... 

ne renferme pas de terme indépendant de l’exponentielle e'!''"': 

§ III. — Sur le développement de la fonction 2. 

En vertu de l’équation (2) du § I, on a 

(1) —2/7''coso + 

D’autre part, si l’on réduit à zéro les excentricités e, s', ainsi que l’in¬ 
clinaison mutuelle I des orbites décrites par les planètes m, m', 011 
tirera des formules ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ) du § I, 

r — a, P — ® = 'j; = 7’, 
et 

r'=a', p' — -g5'—<1^'—T'-, 

et, comme on aura 

V = 0, 

la formule (10) du même paragraphe donnera 

cosô = cos { T '— T-h H), 

en sorte que l’équation (1) se trouvera réduite à 

( 2 ) — 2 aa'co&{T' —7’H-n) + a'C 
Posons maintenant, pour abréger. 



la formule (2) deviendra 


v2=2«a'[X- cosCr'- T’+H)]; 
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et si, dans le cas où chacune des quantités 

3 , E. I 

diffère de zéro, on pose 

( 4 ) = 2 ««' [À — cos ( T — T II ) - /j . 

la quantité a restera généralement très petite en même temps qm- 
£, c', I. Alors aussi iaa'-é représentera la différence entre les deux va¬ 
leurs de X- que fournissent les équations ; i. et 2 , en sorte (pie l'oi! 
aura 

laa'i — r -— a- -h r -— a'- — irr' coso laa' cos( 7” — T — Il u 



- -^coso -cosi 7”— 7’ - 11 . 
a a 


D’autre part, en posant, pour abréger, 

(6) A=[À —cos(r -7’-t-n)r^, 

on tirera de la formule (4) 

le signe 2 s’étendant à toutes les valeurs entières nulles ou positives 
de 1 . Or il suit de l’équation (7) qu’il deviendra facile de développer ' 
en série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 


erv'-', e'ry-i 

dès que l’on aura développé séparément en séries de cette espèce les 
deux fonctions 

»• ei A. 

En effet, supposons d’un côté 


(8) 
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et (l’un autre côté 

• 9 ) 


„l_ V p'nT+n'T)<l- 1 

6 - jmà 6,f n’ ^ ? 


le signe I s’étendant k toutes les valeurs entières de n, ou de n et n'; 
on aura généralement 

(lO) \,I, 

et il est clair que, dans le développement du produit 

«M)i,A, 


le coefficient de 


/t' 7 ”) - 1 


sera 


uO 


A,+ T){ A. Dj, A, ... 

+ «'^1 n-1 A.pi ^. 


Donc ce coefficient pourra être considéré comme une fonction linéaire 
des quantités de la forme 

I') 

-h A-, n'-— k - 

multipliées chacune par un facteur de la forme 


Il est même important d’observer que les diverses valeurs de 

'Il 

n -f- A, n'U 

représenteront les coefficients des diverses puissances de dans 

une seule partie du développement de a' en série ordonnée suivant les 
puissances entières des deux exponentielles 

savoir, dans la partie de ce développement qui sera proportionnelle k 
l’exponentielle 

-+• n") JT }J — 1 



extrait X- 113. :ii 

Cette remarque très simple permet d’obtenir la somme 11 a ITiitle f!ii 
théorème que nous allons énoncer. 

Thkorème. -- Posons 

et plus généralement 

(ï3 ) ^i_ 

y,!' désignant des fonctions de la seule exponentielle 

e' i'-T v^. 

Quand on voudra obtenir le coefficient de 

Q'nT->r-n' 7’ I y ~1 

dans le développement du produit a' D> -^, il suffira de chercher le coeffi¬ 
cient de Vexponentielle 

dans le développement du produit 

Observons encore que du développement de la fonction a on dé¬ 
duira aisément, par des multiplications successives, les développe¬ 
ments de a-, Donc, des diverses valeurs de a„, supposées 

connues, on pourra aisément déduire les diverses valeurs de aj’. 

En vertu de ce qu’on vient de dire, pour réduire la recherche du 

développement de ^ à celle du développement de a, il suffit de con¬ 
naître les valeurs numériques des facteurs de la forme 

DlA. 

M. Le Verrier a donc exécuté un travail fort utile pour rAstronomie 
en construisant des Tables qui fournissent avec exactitude ces valeurs 
numériques. Il est d’ailleurs généralement très avantageux de substi- 
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A-2 

lin r au ilfvi*l(ip|ifiiient (le la fonclion ^ celui (ie la fonction a, atteinJu 

que (les deux .•séries multiples, produites par ces développements, la 
piciHii-re coiiverp* très lentement, tandis que la convergence de la 
x'i tuide est pour l'ordinaire très rapide. En raison de cette dernière 
fui'oustauce, on pourrait employer avec succès, pour développer a et 
eu .'^éries, ou les formules d’interpolation connues, qui reposent sur 
les propriétés des racines de l’unité, et que j’ai précédemment appli- 
«piées à des problèmes de Mécanique céleste dans mon 3 Iémoire de 
ou la nouvelle formule d’interpolation que j’ai donnée en i 835 , 
>»!! bien encore celle que .M. Le Verrier a présentée récemment à l’Aca¬ 
demie. Au reste, on pourra aussi développer facilement en série la 
buiclion en partant de la formule ( 5 ), et ayant recours aux théo¬ 
rèmes établis dans le premier paragraphe. Déjà nous avons ainsi obtenu 
le développemetit de la fonction 

cos’y — S-j-îîsin-iv — I, 

diujuel on déduira immédiatement ceux des fonctions 

cos’i/ — î ± x siii 'i ^ — t, cos'V’ — ï'± x' siii’i' y/— i, 
par conséquent celui de la fonction 

r /•' 

-: CO.SO, 

a a 

déterminée par la formule (i i) du § H. Or, en effaçant dans le dernier 
dévelbppemcnt la portion équivalente à cos(r - T-h n), et changeant 
le signe du reste, on obtiendra la partie du développement de a qui re¬ 
présente le binôme 

— ~/COSo -h cos ( 7 "'— 7 "-h II). 

Pour etre en état de calculer l’autre partie, ou le développement de la 


sfimiiie 
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il suffira de savoir développer l’expression 

a- 

en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de ür 
il résulte immédiatement du théorème I du § I que le coefficient de 


dans cette série, sera le terme indépendant de , dans le dévelop¬ 
pement du produit 

-e-n'i D.i ( ^ 1 • 

«y/—I 

Donc, puisque l’on a 

= I)^(i — £COS'ii)-= 2£(i — E cos'l) sin'i, 


le coefficient dont il s’agit sera, pour n > o, 

( 14 ) -2 ( 1, i+i E 2 Dï>-„, 0, i-l-1 ) J ^ 2 X' 


yÂ'—l 


A-hl 


Ajoutons que le terme correspondant à n = o, c’est-à-dire le terme in¬ 
dépendant de dans le développement de la différence 

„ £ ^ 

sera, en vertu du théorème II (§ I), équivalent au terme indépendant 
de dans le développement du produit 

(l — £ COS'I)’— (l — £ COS'I) 

par conséquent à la quantité 

c". 

Lorsqu’on se propose en particulier de trouver le terme indépendant 
de dans le développement de la fonction -î ou, ce qui revient au 

OEuvres de C. — S. 1, t, VI. 
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même, le terme indépendant de dans le développement du rap¬ 

port 

I — £ COS'L 
-L J 


il es( avantageux de remplacer les équations (4) et ( 5) par les deux 

% 

suivantes 

t--—. — cos('y— 'L -+- II) -{- h], 


X rz: 



7'r' 
a a' 


coso H- cos(/i>'-~ 'h -H II) 


dont la seconde fournit une valeur de s qui renferme seulement les pre¬ 
mières et les secondes puissances des exponentielles 

v'~, 

Alors aussi l’on peut appliquer à la recherche des coefficients renfermés 
dans le développement de ^ une nouvelle méthode d’interpolation fon¬ 
dée sur les propriétés des racines de certaines équations réciproques. 
C’est au reste ce que je montrerai plus en détail dans un autre article. 
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-Mécaxique céleste. — Sur les variations séculaires des éléments 
elliptiques, dans le mouvement des planètes. 

C. R., t. Xn, p. 189 (25 janvier iSji). 

Soient 

m, tri les masses de deux planètes; 

r, r' les distances de ces planètes au centre du Soleil ; 

V leur distance mutuelle; 

15 l’angle sous lequel la distance est vue du centre du Soleil. 
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Soient encore, dans les ellipses osciilatrices des courbes décrites par 
les planètes m, m', 

p, P les longitudes de ces planètes ; 

'!j' leurs anomalies excentriques; 

T, T' leurs anomalies moyennes; 
ff, «'les demi-grands axes; 
s, s'les excentricités; 
w, ct' les longitudes des périhélies. 

Si l’on nomme R la fonction perturbatrice relative à la planète m', 
on aura 

, , „ 7 ?^'/•COSO Hl' 

(') R = —- 

la valeur de x- étant 

(2) t-=: — 2/V^-OSO-i- 

Cela posé, concevons que l’on se propose de calculer les variations 
séculaires des éléments elliptiques de la planète m, dues à l'action de 
la planète m'. Pour y parvenir, il faudra, dans les équations différen¬ 
tielles qui déterminent ces variations, substituer à la fonction R le pre¬ 
mier terme du développement de 

_ 

en une série ordonnée suivant les puissances entières des exponen¬ 
tielles _ 

c’est-à-dire le terme de la série qui sera indépendant de ces exponen¬ 
tielles. On n’aura point à s’occuper du développement de 

/;//• coso 

puisque le premier terme de cet autre développement serait nul 
p. 27-28); et comme on a^d’ailleurs 

m' , I 

-1= — m X -7 
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la question se réduira simplement à la recherche du premier terme 
de la série qui représente le développement du rapport 

T 

ï, 

suivant les.puissances entières des exponentielles 

Donc, en vertu d’un théorème précédemment établi (p. 22-24), la ques¬ 
tion pourra encore se réduire à la recherche du premier terme de la 
série qui représentera le développement du produit 

- (1 — £COS'|) (l — s' COS'^') 

suivant les puissances entières des exponentielles 

En nommant I l’inclinaison mutuelle des orbites des planètes m, m!, 
et prenant 

|j’=:cos^-j y —sin ^-5 
2 2 

on a, comme nous l’avons remarqué (p. 20), 

(3) cosô=: [xcos(/?' — nj' — /? H- HT -t- n) -H y cos {p '— ra'-i-/? — ro H- <t'), 

n, <ï> désignant deux constantes qui dépendent des positions de ces 
mêmes plans. D’autre part, si, en raison de la petitesse des excentri¬ 
cités et des inclinaisons, on pose, dans une première approximation, 

lJ- = ï, y — O, r — a, r'—a', p — cj = p' —cî'='1;'; 

on verra, par suite, la formule (3) se réduire à 

COSÔ= COS( 4 ''— 4 ' n); 

et l’équation (2) à la suivante 
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la valeur de 1 étant 

i=i ('“'+» y 

3 y a a J 

Donc, on posant, pour abréger, 

A = [/. - cos i'Y — -y -h n)f ^, 
on aura, dans une première approximation, 

(4) -=(2art'j -A. 

X- 

Si, au contraire, on veut calculer avec exactitude la valeur du rapport 
on pourra supposer 

x-—o.ad [a — cos{'V — 6 -f- II ) -f- y], 

et l’on trouvera, par suite, 

J _i 

“[À —cos ('y---+-11)-h y] -, 


ou, ce qui revient au même, 


(5) 



1)1 A, 


le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières nulles ou positives 
de 1 . Alors y sera généralement une quantité très petite, déterminée 
par la formule 


I a , 


» I 

« , 

//•^^ \ 

y ~ - -T 


+- - 

~ 

— — I 

LO 

Ka- J 

' 2 

a 

U- / 


^cosoH- cos(6'--'i> +-01: 
aa 


et, comme on aura 

(7) — s COS'Ij) (I — s'cos'y) —j (l — c COS']>) (l — c' COS'V ) l)>. A, 

la recherche du premier terme du développement du produit 


-(l — êCOS'A) (l — ê' COS'i'j, 
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eu une série ordonnée suivant les puissances entières des exponen¬ 
tielles 

e-^\ % V 

se trouvera évidemment ramenée à la recherche du premier terme du 
développement du produit 

I .S ) -î (l — cCOS'i) (l — s' COS’V) D) 

en une semblable série. Celte dernière question est celle dont nous 
allons maintenant nous occuper. 

La quantité 

A=:[/, — COS('y —'1/ -H H)] s 

(]ui dépend de la différence y — y peut être présentée sous la forme 

(9) A —'Vîtiv”, 

le signe i s’étendant à toutes les valeurs entières, milles ou positives 
de n, et le coefficient A„ désignant une fonction déterminée de n, 1 , qui 
satisfait à la condition 

lio) A_„ —A„. 

Supposons maintenant que, le produit 

yl 

-: (l — £ COS'i>) (l — c' COS’l') 

1.2... l ' 

étant développé suivant les puissances entières des exponentielles 

on nomme 

ü=.f(.A-y) 

la partie du développement qui dépendra uniquement de l’angle 
y — A ou 'i — y. Le terme constant de la série double, qui représen¬ 
tera le développement du produit (8) suivant les puissances entières 
des mêmes exponentielles, sera encore évidemment le terme constant 
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:«» 

(le la série simple qui représentera le développement du produit 
suivant les puissances entières de la seule exponentielle 
D’ailleurs, si, après avoir développé la fonction 

« OU 

en série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 

on désigne, dans le développement, par 

«««"'Vv'--* ou par ‘ 

la somme des termes où ces puissances offriront des degrés dont 1 ad¬ 
dition reproduira le nombre n, alors, des formules 

(II) a = 28„e'''fv-‘ 


et 

1 ^, 2 ) «>r=28'''e’''l'V^. 

jointes à l’équation identique 


•' ( I — scosijj) (r — î'cos'l'I 
b£ 

(i3) ' ’a ‘ ' 


= , 4- ^Icosf'V— 'i) — ( ^ e-'Vv'-' -t- I j -i- j e—H'!''' ‘ 


on tirera 


= «o[>-+- 7COS(’y —4 /)J 


■Il v '-1 ( i e- 4' ' -L. — />- ■î'’ v' ‘ 


.aiet-v- ^-e■ 


— g -y v- 

2 ' 




• -y- 8^ e V 

4 

, !La_ 2 e- 54 v~e' 4 +'K>^ 
4 
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plus généralement 


H I I 


I -T- ^ COS('i/'— 'j^)j 


D’aufrepart, comme, en posant 

<m aura dans la formule (G) (ew’les pages 19 et 20) 


( 15 ) 


- I — c COS'i, 
a 


=.i — c cos'4;C 


/7* ^ J 

cos O — - 7 


i H)) 


[ —, cc 

\ aa 


^riv'-i (cosd;'— e'H- yj siu^yv'"" 0 (cos^^ — £ — xsin'j;\/— i) 

- 4 - (cos^y— c — y! sin^y — i) (cos^ — £ -h y sin4^\/— j)_^ 

(^cos^y— e'-i-yj sinyy/— i) (cost^ — £ 4- x sin^v^— ij 

_-h (cos'y — £^— yJ siii'y — i) (cosü; — £ — Z — i) 


la formule (i i) pourra être réduite à 


( 17 ) « =: H_ 2 4 - «_I 80 -H e’K-i 4- 8. e-'l'N'"C 

les valeurs de 

8-2, 8_1, 80, . 8i, 82 

étant déterminées par des équations de la forme 


, ( I — '<*-1,0+ «D,-! , 

(ib) 

( «I =»I,0 +«0,1 , 

j «0 =»o.o v/-i, 

»î =»î.û+«i,i e<'}''-'}'>v/^4-8o., 

et représentant généralement, dans le développement fini de la 
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fonction », le coefficient de l’exponentielle 

Or de cette définition de jointe aux formules (6), (r 5 ) et (i6), il 
résulte immédiatement que, si l’on pose, pour abréger, 

fiCosII + ycos<&, (î)=:|xcosn —ycos<I', 

I ——ysinO», £ =/a sinR — y sin$, 

on aura 


( «-no —-, «1.0= s-3/.£'i/: 


1 / . 


« 0,-1 — - e — ~ ^ — O > « 0,1 “ “ f î — ^ ^ ^ 


I a , I 

8,,, _ g ^,£-, s- 


• cD H- ( ilb G Z ) y/— i ], 


I ^1,1 — — 7" — Oc)xz^ (\ii)Z^ -h 3 ■/) y^ — 11 ; 

I «-1,1 = — ^ [a -f- (D xx/ — (ill) — G Z ) y/— I — 2 ^ ], 

[ «1 ^ i = — y [«lo -H ("O zz' -h (iji, z' — G Z ) — 2 e-^W - ‘ ]. 

4 


Les valeurs des coefficients 


a_.2, «_i, «O, «1, «2, 


OU les diverses valeurs de étant déterminées par les formules qui 
précèdent, on tirera aisément les diverses valeurs de 


y{ 2 ) y( 3 ) y( 4 ) 

°/l 9 O/t î °fl 9 • * • 


de l’équation ( 17), en élevant successivement les deux membres à la se- 


OKuvres de C. — S. 1, t. VI. 
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coiide, à la troisième, à la quatrième puissance.... On trouvera, par 

exemple, 

i- a'-’ — - a? -h «iS-i -h 

2 ^ 2 

— 8_i --h «1 y-2î 
2 

* 

1 * O 

— ~ ^ —j— y -■) J 

— 8o«i 4- 

2 

;^aj-i-aoa.,, 

—1.^ a^'*’ = g *^0 2 â a||aja_2. 


Énfin, les diverses valeurs de étant ainsi obtenues, puis substituées 
dans le second membre de l’équation (id), il deviendra facile de trou¬ 
ver la partie du produit 

-.d!a 

(jui représentera le premier terme du développement de ce proiluit sui¬ 
vant les puissances entières de l’exponentielle 

et l’on pourra employer utilement dans cette recbercbe les formules 
connues d’interpolation, ou, ce qui revient au même, celles que nous 
indiquerons tout à l’heure. 

Concevons, pour fixer les idées, que, les excentricités s, s' et l’incli¬ 
naison I étant considérées comme des quantités très petites du premier 
ordre, on veuille négliger dans le développement de R les termes d’un 
ordre supérieur au quatrième. Comme on trouverait, en négligeant les 
termes de second ordre, 

V —O, . — I, •/ = I, -/J—l, ,A. = (©=: cosll, 3 — ad, =; si n U 

et, par suite. 
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il est clair que les quatre coefficients 

seront du second ordre, aussi bien que les coefficients 

^— 2,0 '‘^ 2,07 ‘<^ 0,0 7 ‘<^ 0,-2 — 

Donc, par suite, en vertu des formules (19), 

^- 2 > ^ 0 ? ^2 

seront du second ordre, tandis que 

«-1, «1 

seront du premier ordre avec les coefficients a„Cela 

posé, faisons, pour plus de commodité, 

(?.5) a = o + i, 

les valeurs de p et de ; étant 

(^■'^) _ _ 

( ç = 8_, -f- H- 8, e-'W- '. 

Les deux fonctions p, ? seront, la première une quantité du premier 
ordre, la seconde une quantité du second ordre; et tes valeurs de ces 
deux fonctions se réduiront à 


P = La, s' — 2 j cos'i/ -+- £ /.s'siu'i 


-H — — s'j COS'Lh- ■Üb'/.'c sill’i', 

1 / If-cos-é + —-Acc' + cost'f- -T- II) 

2 \a- ^ a ‘ J 

— (ois- cosd;cos'L+ \t!)x'sin'|/' coS'i + £xsiii'ieos'i'-l-Æ)xx.'siicisiiry). 


D’ailleurs, en négligeant les quantités d’un ordre supérieur au cpia- 
trième, on tirera successivement de l’équation (20 ) 
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et, par 
1 = 1 , 


(28) 
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suite, eu égard aux formules (i 3 ) et (26), on trouvera, pour 


■J = «0 


pour 


(29) 


1 = 2, 




1+ ^cost'l'— 

1 [«J (s +. ) + 8_1 (c + s')] 

!L' («2 + 8 _,e( 4 ''-'{')s/^); 

I H- — COS('|/' — I + «2^-2 


- C(«0»1 + a-i«2)(£ + ) -H (8oa-i H- «iS- 2 ) (e+ s'eCV' > ) | 


. !i' [^2e('l'-'î'’>v'-‘ -t- 8i, ] ; 


pour 1 = 3 , 


(30) 

pour 1 

(31) 


I 'J — i8ij82+Bo‘*l»-l+ “«1*^-2 

I — 7818_, [«ifs 4 - s'eO'-’l''*'/-*) + **-!(- + 

4 

= 4 . 


Des équations (28), (29), ( 3 o), ( 3 i), jointes aux formules (18) et (19), 
il résulte que, dans le cas où l’on néglige les quantités d’un ordre 
supérieur au quatrième, u se réduit à une fonction entière de l’expo¬ 
nentielle 


et même à une fonction entière qui renferme seulement les puissances 
de cette exponentielle, dont les degrés sont représentés par les cinq 
quantités 

— 2, —I, O. I, 2. 

On aura donc alors 


( 32 ) U =u_ 2 e 2 i'i'-'l''V'-i-L- 'J2e=<'p->î')\/ 
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4o 

’j_2, ’j_,, u^, ij|, U, désignant des coefficients constants; et, en vertu de 
l’équation (82) jointe à la formule (9), le terme constant de la série 
qui représente le développement du produit 

■-'DxA, 

suivant les puissances entières de , sera 

I U„ (u,e-n ^4 - V^) d!,A. 

(^00) I _ _ 


D’autre part, si l’on pose, pour plus de commodité, 

on tirera successivement de la formule (82) 

f (’j;) = •j_2e2'W^+-jo -H -Ji e-'W“+ 
f(']j H- Tt) H- -jn— 'Jifi-'K'-' 4-•j,e--'W-‘, 


par conséquent 


( 34 ) 






puis, en remplaçant, dans la dernière des formules ( 34 ), i par 
on trouvera 


■ 4- 'J 






et, par suite. 


f(jj) 4- 1 ( 4 * + +f( 4 ' + “ 


(35) 


gsW-* 4-= 





Vf, COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

Donc, en remplaçant i par n et tenant compte de l’équation identique 



on trouvera définitivement 

‘tin) + r(n + -) + f(ii + j) +r(n-n') 




■j_, 4- Vj e" 




f(II) + f(II 4 - 7r) - f n 4 - - - f II - 


et l’expression ( 33 ), ou le terme constant de la série qui représente Ii 
développement du produit 

■oDx A 


.suivant les puissances entières de , sera égal à 



En terminant cet article nous ferons observer que, dans les foi- 
mules (28), (29), ( 3 o), ( 3 i), on pourrait exprimer les coefficients 

a_2, ^-i) ^2 

à l’aide des valeurs diverses des fonctions p et En effet, si l'on dé 
signe par 

Pa, Sa 


ce que deviennent les fonctions 
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([uand on y remplace simultanément 


P al¬ 
un aura identiquement 


•h et -y 
4 - a et 'V4- a. 


c — po, ç — Çq ; 


et, par des raisonnements semblables à ceux qui ont fourni les équa¬ 
tions ( 3 .^), on tirera de la première des formules (-26) 

pc) — P% ^ — I ?" V — ' 

« e'V“ =:-î-, « -1 e- W-T--î-, 

^ .1 •■i 


et de la seconde 


b() -H b 7 t 



*20 - 'SU ■ 


a, e-'V-‘ : 






ÇtZ “i“ /^bTT - 'S^'\ V ^ 

I ' 4 4 


De ces dernières formules, jointes aux équations (28), 
on conclura, pour 1 = 1, 


(' 2 ()), ( 3o), (,3i). 



puis, en posant 
ce qui réduira 


.L!=:- 


■ 7 ’ 


po? Pr.y Çoj -jlü 

~ ï 1 4 




48 COMPTES RENDUS DE L ACADÉMIE. 

à des fonctions de -ÿ, on trouvera simplement, pour 1 = i, 




I — COS 2'^ 


) 




|)Oiir 


I ( c "f" ) pQ COS 'h — ( 3 c ) p'K sin 'h I 


( bO ^ 


t3S) 


= 7 [( Pi - ?| ) ( ' + 7 ) + ( Pi - Pi) y] 

+ g ( ,'o +y+7^ -^ ( «I - I 

— y rp„(E + s') COS'} — Pjte — c') siivij l'ço -4- ) 

— I j^p„(c — c') COS'i + Pj(e -7- e') sill'}j l'Çu — Çj j 




Oo(5 — î') sin'i — p,t(£ + £■') COS'}"| 


pour 1 = 3, 


iSg) 

pour 

Uo) 


— g (Pu ■+■ ?.y) (}«■>■% ) 

^ à [(P» “ P? ) { ^ "?;)] 

- 7^ (Pu + P| ) [po(5 -H«') COS'} — p^ (e — e') Siri'ij ; 
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’iil 


115 . 


Rapport sur une Note de Paulet (de Genève), relative à un thêorèmi- 
dont le théorème de Fermât ne serait qu'un cas particulier. 

C. R-, t. XIÏ, p, 2i£ (25 janvier 1841U 


L’Académie nous a chargés, MM. Sturni, Liouville et moi, de lui 
rendre compte d’une Note présentée par M. Paulet (de Genève , et re¬ 
lative à un théorème qu’il n’a pas démontré. Nous nous serions bornés 
probablement à inviter l’auteur à retirer sa Note, si le théorème dont 
il s’agit ne se trouvait inséré textuellement dans le Compte rendu de la 
séance du 1 1 janvier, où il est énoncé dans les termes suivants : 

Hors du second degré, il n'existe aucune puissance qui puisse se par¬ 
tager dans la somme d'un nombre quelconque de puissances du même 
degré, mais différentes entre elles. 

Pour montrer aux personnes qui auraient lu cet énoncé qu’elles ne 
doivent pas s’arrêter à chercher la démonstration du nouveau théorème, 
il nous suffira de leur dire qu’il est inexact, et de le prouver par un 
exemple. ElTectivement, la somme des cubes de 3, \ et 5 est égale an 
cube de G, puisqu’on a 


IIG. 

Aiutumétique. — Rapport sur une méthode abrégée de multiplication. 
présentée à F Académie par M. Thoyer. 

C. R., t. XII, p. aja (i" février i8(i i- 

L’Académie nous a chargés, MM. Coriolis, Sturm et moi, de lui 
rendre compte d’un Mémoire, dans lequel M. Thoyer, employé à la 
Banque de France, expose une méthode abrégée de multiplication, 

ORiivres de — S. I, t. VI. g 
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propre à fournir la somme des produits que l’on peut former avec les 
termes correspondants de deux suites composées, l’une de nombres 
(juelconques, l’autre de nombres entiers inférieurs à roo. 

Avant d’examiner cette méthode, il ne sera pas inutile de dire, en 
peu de mots comment M. Thoyer a été conduit à l’imaginer. On sait 
que la Banque de France escompte les effets jusqu’à trois mois de date, 
au taux de 4 pour loo par an, ou plus exactement de par jour. De 
plus, chaque effet présenté à la Banque se trouve accompagné d’un 
bordereau qui contient, entre autres indications, celle de l’escompte 
que la Banque doit retenir. Ainsi, pour me servir de l’expression 
reçue, c’est le présentateur qui calcule lui-même la perte qu’il aura a 
subir. Mais on sent combien il est nécessaire que la Banque puisse 
vérifier à la fin de chaque journée si la somme des escomptes calculés 
par les présentateurs est bien celle qui lui est due pour Vescomplage 
des effets admis. C’est pour obtenir une telle vérification que le contrô¬ 
leur de la Banque a prescrit la formation journalière d’un Tableau com¬ 
posé de trois colonnes, dont la première renferme, dans chaque ligne 
horizontale, la somme des effets escomptés à une même échéance, 
tandis que la seconde colonne offre le nombre des jours produisant 
intérêt, et la troisième les produits des nombres correspondants que 
contiennent les deux premières colonnes. La somme de ces produits, 
divisée par 9000, donne évidemment pour quotient la somme des 
escomptes acquis à la Banque dans le jour que l’on considère. Or, 
comme l’échéance ne peut être reculée au delà de trois mois, le nombre 
des jours produisant intérêt ne s’élève jamais, même eu égard aux 
jours fériés, au delà de gS ou 94. La question se réduit donc à trouver 
une somme des produits formés avec des multiplicandes quelconques, 
mais avec des multiplicateurs entiers, dont le plus grand est inférieur 
ou tout au plus égal à 94. 

Pour résoudre facilement cette question, M. Thoyer écrit les multi¬ 
plicandes dans une Table à double entrée, analogue à la Table de 
Pythagore. Seulement les chiffres 

>> 2 , 3, 4 , 5, 6 , 7 , 8 , 9 , 
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placés au-dessus ou en avant de la preniière colonne verticale ou hori¬ 
zontale, au lieu de représenter les deux facteurs d’un produit, repré¬ 
sentent d’une part les unités et d’autre part les dizaines des multi¬ 
plicateurs. Or, comme le produit d’un nombre quelconque par un 
multiplicateur donné est la somme des produits du même nombre par 
les diverses parties de ce multiplicateur, on peut aftirmer que la 
somme totale cherchée devra résulter de l’addition des nombres que 
l’on obtiendra quand on multipliera, par l’un des multiplicateurs 

O» *> 2, 3, .j, ô, 6, -, 8, f), 

la somme des multiplicandes renfermés dans la première, la seconde, 
la troisième, la quatrième... colonne verticale, ou, par run des multi¬ 
plicateurs 

O, 10, 20, 3 o, 4 o, ôo, Go, 70, 80, 90, 

la somme des multiplicandes renfermés dans la première, la seconde, 
la troisième, la quatrième... colonne horizontale. Donc aux multipli¬ 
candes donnés, dont le nombre peut s’élever à gS ou 94, la Table 
imaginée par M. Thoyer substitue 20 autres multiplicandes dont les 
10 derniers, décuplés, pourront être immédiatement ajoutés aux ro pre¬ 
miers. Alors on n’aura plus à considérer, avec .M. Thoyer, que 10 mul¬ 
tiplicandes artificiels, qui devront seulement être multipliés par l’un 
des multiplicateurs 

O, I, 2, 3 , 4, 5 , G, -, 8, 9. 

On pourrait à la rigueur se dispenser de calculer les multiplicandes 
correspondants au multiplicateur zéro. Mais le calcul de ceux-ci, bien 
loin d’être inutile, fournit au contraire une preuve très sûre de l’e-xac- 
titude des différentes sommes écrites au bas ou à la suite de chaque 
colonne verticale ou horizontale, puisque, évidemment, les sommes de 
l’une ou de l’autre espèce, ajoutées séparément les unes aux autres, 
doivent reproduire un seul et même nombre. C’est ce qu’a fort bien 
remarqué M. Thoyer, et les seuls perfectionnements dont son Tableau 
nous paraisse encore susceptible consisteraient : 1“ à écrire les divers 
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chiffres de chacun des multiplicandes donnés sur des lignes horizon¬ 
tales distinctes, afin que l’addition des multiplicandes compris dans 
une même colonne horizontale puisse s’effectuer aussi aisément que 
l’addition des multiplicandes compris dans une même colonne verti¬ 
cale; 2° à écrire pareillement sur diverses lignes horizontales les divers 
chiffres de chaque somme et de chacun des dix multiplicandes artifi¬ 
ciels, afin de pouvoir reconnaître plus facilement si la somme de ces 
derniers est égale, comme elle doit l’être, à la somme faite du nombre 
dont nous parlions tout à l’heure et de ce même nombre décuplé. 

Quant à la somme des produits formés avec neuf des multiplicandes 
artificiels et les multiplicateurs 

I, 2, 3 , 4 , a, 6, J, 8, Qj 

M. Thoyer l’a calculée en se servant de la méthode ordinaire de multi¬ 
plication; mais on peut substituer avec avantage à l’emploi de cette 
méthode la construction d’un second Tableau, dans lequel la même 
somme se déduirait simplement de l’addition. En effet, pour obtenir 
la somme dont il s’agit, il suffira d’ajouter le dernier des multiplicandes 
artificiels à l’avant-dernier, la somme partielle des deux derniers au 
précédent, etc., de continuer ainsi jusqu’au moment où l’on aura 
trouvé la somme partielle des neuf multiplicandes correspondants aux 
multiplicateurs 

I, 2 , 3 , 4 ) 5 , 6, 7, 8, g; 

puis de réunir toutes les sommes partielles obtenues. En effectuant la 
même opération sur les multiplicandes artificiels, pris dans un ordre 
inverse, on obtiendra facilement la preuve de l’opération que nous 
venons d’indiquer, et l’on pourra encore, par une seule addition, s’as¬ 
surer qu’il n’y a pas d’erreurs dans le calcul de la partie de la 
somme totale à laquelle on sera parvenu. 

Dans un supplément à son Mémoire, M. Thoyer observe avec raison 
que sa méthode abrégée peut être étendue, avec de légères modifica¬ 
tions, au cas où l’on emploie des multiplicateurs entiers supérieurs à 
99, mais inférieurs à looo, de manière à devenir applicable aux calculs 
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qu’oxigent les opérations des diverses banques, des maisons de 
banque, des caisses d’épargne et des autres établissements financiers, 
lün des cas semblables, il pourrait être avantageux de former, dans trois 
Tableaux séparés, les sommes des multiplicandes correspondants à 
des chiffres donnés qui représenteraient des unités, ou des dizaines, 
ou des centaines des nombres entiers pris pour multiplicateurs. 

Quant à ce qui concerne la Banque de France en particulier, on ne 
peut douter que la méthode imaginée et mise en pratique parM. Thoyer 
n’offre de grands avantages, et ne rende plus sûre et plus prompte la 
vérification des escomptes des effets admis chaque jour, en réduisant 
à une demi-heure environ le travail d’une demi-journée. La sûreté et la 
promptitude dont il s’agit pourront encore être augmentées a l’aide 
des perfectionnements que nous avons indiqués, surtout si la Banque 
fait lithographier des modèles de Tableaux semblables à ceux que nous 
avons construits et qui seront joints à ce Rapport. 

En résumé, nous pensons que la méthode imaginée par M. Thoyer, 
pour simplifier le calcul des escomptes acquis journellement à la Banque 
de France, et rendre plus certain le résultat de ce calcul, atteindra 
parfaitement le but que l’auteur s’est proposé, et que cette méthode 
mérite l’approbation de l’Académie. 


117 . 

Arithmétique. — Addition au Rapport sur une méthode de calcul présentée 
à l'Académiepar'hl. Thoyer, employé à la Banque de France. 

C. R., t. Xtl, p. 941 ('24 mai i84i)- 

En rendant compte d’un Mémoire présenté à l’Académie par 
M. Thoyer, nous avons dit que, pour réduire à l’addition le calcul des 
intérêts produits par divers capitaux, en des temps divers, par exemple 
le calcul des escomptes journellement acquis à la Banque de France 
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sur des sommes prêtées par elle et dont le remboursement doit avoir 
lieu à diverses échéances, il suffisait de construire deux Tableaux dont 
les modèles seraient joints à notre Rapport. (Ces Tableaux n’ont pu 
paraître dans le Compte rendu de la séance où avait été lu le Rap¬ 
port (') : nous allons les donner ici, p. 6o.) Pour les bien comprendre, 
on devra se rappeler que chaque jour la Banque de France prête à 
diverses personnes et au taux de 4 pour i oo par an, ou plus exactement 
de par jour, différentes sommes dont chacune doit être remboursée 
au plus tard au bout de trois mois. Donc, pour calculer les escomptes 
journellement acquis à la Banque de France, il suffirait de multiplier 
le montant des capitaux qui doivent être remboursés à une même 
échéance par le nombre de jours qui doivent s’écouler jusqu’à l’époque 
du remboursement; puis, d’ajouter les produits ainsi obtenus, et cor¬ 
respondants aux diverses échéances; et enfin de diviser par 9000 la 
somme totale de ces produits. Mais, quelque simples que soient les 
opérations que nous venons d’énoncer, elles peuvent être remplacées 
par d’autres plus simples encore, que les deux Tableaux permettent 
d’effectuer très facilement. En effet, chaque capital étant prêté par la 
Banque pour trois mois au plus, le nombre des jours qui produiront 
intérêt se trouvera constamment exprimé par un ou deux chiffres. La 
question sera donc de calculer la somme des produits formés avec des 
multiplicandes quelconques qui représenteront les divers capitaux rem¬ 
boursables à des échéances diverses, et avec des multiplicateurs dont 
chacun sera un nom'bre composé généralement de deux chiffres, savoir, 
de dizaines et d’unités, le chiffre des dizaines pouvant quelquefois se 
réduire à zéro. Or, dans le premier Tableau, qui ressemble à une Table 
de multiplication, et qui a été imaginé par M. Thoyer, chacun des 
multiplicandes donnés occupe une case comprise à la fois dans deux 
colonnes, l’une horizontale, l’autre verticale, en avant ou au-dessus de 
laquelle on lit le chiffre des dizaines ou le chiffre des unités du multi¬ 
plicateur. Ainsi, en particulier, le multiplicande 7935 1, compris dans 


) OFautcs de Cauchy, S. I, t. Yl. — Extrait n° 116, p. 49 et suiv. 



la colonne horizontale qui précède le chiffre 5 , et dans la colonne ver¬ 
ticale que surmonte le chiffre 2, représente un capital de 79 35prêté 
par la Banque pour 62 jours, c’est-à-dire : 1“ pour 2 jours; 2" pour 
5 dizaines de jours. Pareillement, chacun des multiplicandes renfermés 
dans la colonne verticale que surmonte le chiffre 2 représentera un 
capital prêté : 1° pour 2 jours; 2" pour une ou plusieurs dizaines de 
jours. Au contraire, chacun des multiplicandes renfermés dans la 
colonne horizontale que précède le chiffre 5 représentera un capital 
prêté : 1° pour un certain nombre de jours inférieur à 10, et par con¬ 
séquent exprimé par un seul chiffre; 2° pour 5 dizaines de jours. Cela 
posé, concevons que l’on ajoute entre eux les multiplicandes renfermés 
dans une même colonne verticale ou horizontale. La somme partielle 
ainsi obtenue, par exemple, la somme 2 794 SS.j placée au bas de la 
colonne verticale que surmonte le chiffre 2, ou la somme 913 5 oc) pla¬ 
cée à la suite de la colonne horizontale que précède le chiffre 5 , repré¬ 
sentera, dans le premier cas, un capital prêté pour 2 jours, dans le 
second cas un capital prêté pour 5 dizaines de jours. Donc les vingt 
sommes partielles, placées au bas ou à la suite des dix colonnes verti¬ 
cales ou horizontales, représenteront, les dix premières, des capitaux 
prêtés pour un nombre de jours inférieur à 10, par conséquent pour 
un nombre de jours exprimé par l’un des chiffres 

O, I, 2, 3 , 4, 5 , 6, 7, 8, 9, 

et les dix dernières des capitaux prêtés pour un nombre de dizaines de 
jours qui sera encore exprimé par l’un de ces mêmes chiffres. Mais 
l’intérêt que produit un capital prêté pour une seule dizaine de jours 
est aussi l’intérêt que produirait un capital dix fois plus grand, prêté 
pour un seul jour. Donc, dans les opérations qu’exige le calcul des 
intérêts, on pourra remplacer le capital prêté pour 5 dizaines de jours 
par un capital dix fois plus considérable prêté pour 5 jours seulement. 
On pourra donc faire abstraction de la somme partielle 918 aSg, et gé¬ 
néralement de toutes les sommes partielles placées à la suite des 
colonnes horizontales, pourvu que l’on ajoute chacune de ces sommes, 



56 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

après l’avoir décuplée, à la somme partielle placée au bas de la colonne 
verticale de même rang. Cette nouvelle addition produira dix multi¬ 
plicandes artificiels tjui, dans le premier Tableau, se trouvent écrits au 
bas des colonnes verticales correspondantes aux chiffres 

O, I, 2, 3, 4 , 5, G' 7» 9’ 

et qui peuvent être censés représenter des capitaux dont chacun serait 
prêté pour un nombre de jours exprimé par l’un de ces mêmes chiffres. 
Il y a plus : la construction du premier Tableau a précisément pour 
objet de remplacer un grand nombre de multiplicandes, dont chacun 
correspond à un multiplicateur de deux chiffres, par dix multipli¬ 
candes artificiels, dont chacun correspond à un multiplicateur d’un 
seul chiffre. 

Avant de passer à l’explication du second Tableau, nous avons à 
faire une remarque qui n’est pas sans importance. On pourrait se dis¬ 
penser, à la rigueur, de calculer le multiplicande artificiel correspon¬ 
dant au multiplicateur zéro; puisqu’il estbien évident qu’aucun intérêt 
n’est exigible, quand le nombre de jours, pour lesquels le capital est 
prêté, se réduit à zéro. Toutefois il est utile de conserver, dans le pre¬ 
mier Tableau, le multiplicande dont il s’agit, ainsi que les sommes 
partielles des capitaux renfermés dans les colonnes verticale et hori¬ 
zontale que. le chiffre zéro surmonte ou précède. En effet, il est clair 
que la somme totale des multiplicandes donnés peut également résulter, 
soit de l’addition des sommes partielles placées au bas des colonnes 
verticales, soit de l’addition des sommes partielles placées à la suite 
des colonnes horizontales. Or cette seule observation fournit un moyen 
très simple de vérifier, d’un seul coup, l’exactitude des sommes par¬ 
tielles de l’une et de l’autre espèce, dans le cas où on les a toutes cal¬ 
culées. Ce n’est pas tout : après avoir trouvé la somme totale des 
multiplicandes donnés, il suffira évidemment d’ajouter à elle-même 
cette somme décuplée, pour obtenir la somme totale des multiplicandes 
artificiels. Cette dernière somme, qui termine le premier Tableau, 
sert donc à constater l’exactitude des multiplicandes artificiels, dans 
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le cas où on les a tous calculés, y compris celui qui répond au multi¬ 
plicateur zéro. 

Après avoir construit le Tableau que nous venons d’expliquer el 
calculé de cette manière, à l’aide de quelques additions, les dix mul¬ 
tiplicandes artificiels, M. Tlioyer, laissant de coté le premier d’entre 
eux, multipliait chacun des neuf autres par le multiplicateur corres¬ 
pondant, puis cherchait la somme des neuf produits ainsi obtenus. 
Nous lui avons indiqué un moyen de réduire encore ces dernières opé¬ 
rations à de simples additions. Ce moyen, dont il fait maintenant usage, 
consiste à construire le second Tableau, qui offre dans son milieu une 
ligne horizontale où se trouvent écrits les neuf multiplicandes artifi¬ 
ciels correspondants aux multiplicateurs 

I, 2, 3 , O, 6, 8, Q. 

Une ligne horizontale, immédiatement inferieure et terminée par une 
case vide, renferme aussi, dans son avant-dernière case, le derniei- 
multiplicande artificiel. On ajoute celui-ci à l’avant-dernier multipli¬ 
cande, placé immédiatement au-dessus; on reporte dans la case précé¬ 
dente la somme obtenue que l’on ajoute elle-même au multiplicande 
situé alors au-dessus d’elle, et l’on continue de la même manière, 
jusqu’à ce que l’on obtienne une dernière somme dans laquelle entrent 
évidemment les neuf multiplicandes artificiels. Les huit sommes, for¬ 
mées comme on vient de le dire, et successivement déduites des autres, 
occupent, vers le bas du second Tableau, les huit premières cases 
d’une colonne horizontale. Nous les avons nommées 
des multiplicandes artificiels, attendu qu’elles peuvent être considé¬ 
rées comme résultant de l’addition des deux derniers multiplicandes 
artificiels, puis des trois derniers, puis des quatre derniers, ..., puis 
enfin, comme on l’a déjà dit, des neuf multiplicandes correspondants 
aux multiplicateurs 

1, 2, 3 , 4 , 5 , 6, 7, 8, g. 

La neuvième case de la colonne horizontale dont nous venons de parler 

8 
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doit être naturellement occupée par le dernier multiplicande artificiel, 
(|ui se trouve seul écrit au-dessus de cette case dans les deux lignes 
horizontales immédiatement supérieures à cette colonne; et, en ajou¬ 
tant ce multiplicande aux huit sommes qui le précèdent dans la même 
colonne, on obtient une somme totale qui renferme une seule fols le 
premier des neuf multiplicandes artificiels, deux fois le second, trois 
fois le troisième, ...» enfin neuf fois le neuvième. Cette somme totale, 
que l’on trouve écrite à la suite de la colonne, est donc précisément 
celle qu'il s’agissait de calculer, savoir la somme des neuf produits 
formés avec les neuf multiplicandes artificiels et les multiplicateurs 
correspondants. 

Après avoir exécuté, dans la partie inférieure du second Tableau, 
les opérations que nous venons d’indiquer, on a, dans la partie supé¬ 
rieure, exécuté en sens inverse des opérations du même genre, de 
manière à obtenir la somme totale qui renferme une seule fois le der¬ 
nier des neuf multiplicandes artificiels, deux fois l’avant-dernier, ..., 
enfin neuf fois le premier. Celle-ci, ajoutée à la somme totale que l’on 
avait d’abord obtenue, reproduit, dans la partie supérieure du second 
Tableau, la somme des neuf multiplicandes artificiels décuplée; enfin, 
en ajoutant à cette dernière somme le produit par lo du multiplicande 
artificiel que l’on avait omis à dessein, et qui correspond au multipli¬ 
cateur zéro, on doit retrouver la somme totale des multiplicandes ai’ti- 
ticiels décuplée. Ainsi le nombre qui termine supérieurement le second 
Tableau doit être dix fois plus considérable que le nombre qui termine 
inférieurement le premier Tableau, et un zéro placé à la suite de ce 
dernier nombre doit le transformer en l’autre. Cette dernière condi¬ 
tion, supposée remplie, est une preuve de l’exactitude de toutes les 
opérations exécutées et du nombre qu’elles ont fourni comme propre 
à représenter la somme des produits formés avec les neuf multipli¬ 
candes artificiels. 

Les trois derniers nombres, par lesquels se termine inférieurement 
le second Tableau, sont : i" la somme des produits formés avec les 
multiplicandes artificiels, calculée et vérifiée comme on vient de le 
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dire; 2® la neuvième partie de cette soiimie ealiuilia* traliord M'|iare« 
ment, puis ajoutée à la somme elle-même. Or, eonuiie r.iJiüiioii irîiii 
nombre à sa neuvième partie olîre pour résultat les dix iieinitiur^-- du 
nombre donné, les deux dernitu's des trois liombres qui lerîiiiiit*iii Ir 
second Tableau doivent se déduire Tun de Fautre par la stuile lraîi^|Ni» 
sition (le la virgule décimale. Cette condition, supposée rempiio, 
une preuve que Fon a obtenu la valeur exacte de la neiivièiiie partie 
(le la somme des produits formés avec le>. miilliplieande'^ ariitieiels. 
D’ailleurs cette neuvième partie devient la neuf-milFièiTie partie île ia 
même somme, quand la virgule décimale est lraiispii>ee de iiiaîiièn* 
h laisser après elle la place de trois chiffres, ainsi (ju'on voit dans !e 
nombre 

•jOiCi.O; ]. 

donné par le second Tal)ieau comme propre à représenter le îiionlaîiî 
des escomptes acquis à la Banque de France le 29 oet«ibre î^iep 
Parmi les additions qu’exige la formation des deux Tableaux, celles 
qui demandent le plus d’attention sont les additions des nombres ren¬ 
fermés dans les colonnes horizontales. Elles deviennent plus faciles 
quand on écrit chacun de ces nombres sur la diagonale de ia case qui 
le renferme. 
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Analyse MATEÉMATfocE — Mémoire sur dkerses formules (t Anaivsr. 

C. R.. L XH. |i. s 8 février lèli). 

Je me propose de réunir dans ce Ménioire diverses formiiies d'Aiia- 
lyse, spécialement applicables au prol)lème de riiilt'rpobilioii, el donî 
la plupart se déduisent, soit de la formule d’interpolation de La.a’ran^’e, 
soit des propriétés connues des racines de runite. Le premier para¬ 
graphe sera principalement relatif aux formules à Laide desijiielles ou 
peut déterminer la valeur générale d’une fonction entière d’iirn^ va¬ 
riable .r. Dans le second paragraphe, je déduirai de ces forouilo celles 
qui fournissent le moyen de développer les fonctions entières des sinus 
et cosinus d'un arc en séries ordonnées suivant les sinus et cosinus des 
multiples de cet arc. 


§ I. — * Formules d’interpolation qui déterminent la valeur générale d’une 
fonction entière d’ime variable x. 

Soit 

(i) ™ ao-^a^x -S- a^x--^. , Ua-i 

une fonction entière de æ du degré /^ — i. Si Lon donne n valeurs par¬ 
ticulières de f(.r) représentées par 

ï{x,), îixf, 

et correspondantes aux valeurs 




X 


'2 5 


de la variable x, on pourra toujours obtenir les valeurs générales de 
(■(x) à l’aide de la formule d’interpolation de Lagrange, c'est-à-dire à 
l’aide de l’équation 


““ (,r,—.rî)...(a-, ~a-„) ‘‘ 


(.r — .r.) 


. i x — , 1 ') 

.çr,, — I ) 




(2) f(.r) 



M»MI'rK> HEMUS I>E LACAÜEMIE. 


b ♦ 

Ni »r*iiiltiiîN uii jMiM\ jMitir al>îrgt*r, 

J r — i ,t‘ ./‘-J !. . . > N 

i,i loriiiiiiî’ „> ^î* îriiiivera rrduite à 

f . , / , ! ,/■ ) I i ./'â •J'* ) , , ^ ^ ^ 9 i ^ 

Ij ! w — ./‘i C/ -i' — V 

L;i luiüiule 2 ou i subsiste, quelles que soient les valeurs particu- 
lii ri'S (il* .1- !•t*[l^éseutées par 

'l- . '’ii- 

i^iuirevou> liiaiutfiiautqiie les valeurs particulières de a? se réduisent 
aux divers termes de la progression géométrique 

t lu aiini 

, /' , i — /*) (.f- — S/-).. .{æ — r) ; 

ti, >i Fou |M>yî* h üîie racine priniilive de l’équation binùnie 

=11 , 

»iii trouvera ^iîlijden^eni 

'v ( .i' ) ii:: .r, o\x ) H JC'^-K 

Ikuir alors la torrnole : 3 ; donnera 

.t . 

(7.1-- 

I , ;* _■-^- bî 0 r] 

r 

kjiiiiiüe cm aura trailleiirs généralement 

tf 

,r 

/* 

It* coeiicieiil i"f^„ de a-'", dans le second membre de réquation (i) ou ( 4 ), 
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sera évidemment déterminé par la formule 

,,,) a„ -- - ^ —- 

On arrivera directement aux mêmes conclusions en partant de l’équa¬ 
tion (i) de laquelle on tire 

f(/-) -^a-ir- -h. ..-r «,,_1 

f(5/') =f/o4-«i/-0 -i-a.r-O- -T-.. .-t-/■"”* 5'‘' 

.. .., 

_j__ _ _ f.i-l 

En effet, puisque la somme 

I -+• 5"' 5'-"' -t- 




s’évanouit pour toute valeur de m non divisible par n, les formules [ 6], 
respectivement multipliées par les facteurs 

I, 6-'", 

puis combinées entre elles par voie d’addition, reproduiront évidem¬ 
ment l’équation ( 5 ). 

L’équation ( 5 ) peut encore s’écrire comme il suit 

l— n—l 

(7) S 

/=Ü 


la somme indiquée par le signe 
tières 

O, IJ 2J 


^ s’étendant à toutes les valeurs en- 
3, n — l 


de l’exposant l, qui fournissent des valeurs distinctes de En substi¬ 
tuant la valeur précédente de dans l’équation (i), on trouvera 


m = n — 1 l~ n — 1 

S[(7)‘ 

m = 0 / — O 


't{ 0 >r) 
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t itl 

«ni. ft‘ (jüi rt‘vi«‘!il il» iiH'iiii’, 



i>Ui‘ «leiiiii'iT ê(|»atiüii coiacide avec la formule ’ 4/- 
Suit mainteuaiü 

,o. F..ri =\.,- \..r- 

une lioiiveilo l'onction eiUictv de la variable a’. Le terme indépendant 
di‘ t, dans le développement du produit 

sf‘ra la sornoîo -s, déterminée par la formule 
1 ! \iai — .4-2^0 — . . . -T- An-l 

(Ir, t‘îi verîu «h* réquatioii 7 , la formule i i; donnera 

ni ~ fl —I l n~ \ 

r>. -Strri ^ [A,„/-"'5-''"f(y/-)] 

m — ^ i -0 

ou, ce qui revient au même, 

/ r: « - 1 

/ - 0 

A la formule r 3 on pourrait substituer encore celle que nous allons 

indiquer. 

Soient 

3C, c, y, ... 

a — i expressions réelles ou imaginaires, choisies de manière à vérifier 

la condition 
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ou, ce qui revient au même, de manière à vérifier les formules 


U-i) 


OC 

4-g 

4--/ -4.. 

—i) 


4-g^ 

4--/- 4-.. 

.= (« — i) 



‘4-7'^-‘4-.. 

, .= (n — i) 


A„’ 

Aj 

Ao’ 

* ‘ •> 
A„-, 
An 


Il sera facile d’obtenir l’équation qui aura pour racines 

*^5 y» - • -. 

Or, après avoir tiré de cette équation les valeurs de a., é, y, on 
aura évidemment, en vertu des formules (i i), (i4) et (i), 

n — I 


Nous joindrons ici une observation importante. Supposons que, les 
fonctions f(æ), F(a;) étant, non plus du degré n — i, mais du degré n, 
les équations (i) et(io) se trouvent remplacées par les suivantes 

(16) f(^) — cio(ii'X-i--h+ a„a:'‘, 

(17) F(.r) = A„-+- Al JT AîJî- .. 4- An-i^;"-* -i~ ; 

le terme indépendant de ar, dans le développement du produit 



sera la valeur de s déterminée par la formule 

( ■ 8 ) à = Ao «0 “H Al fl] 4- A 2 Æ 2 4-.. . 4 - -4„_i ctn—i 4 - A^rt,,. 

Or, pour que cette dernière valeur de s puisse encore se calculer à 
l’aide de la formule (12), 9 désignant toujours une racine primitive de. 
l’équation binôme 

ar" = I, 

il suffira que l’on choisisse convenablement la valeur de r. En effet, si 




iiS rjlMPTES IlEXOrS DE L'ACADÉMIE, 

riiîi !a lyriiuile A(]; à la lornuile i , 1 tHjuation continuera 

lit* jMiur les valeurs 

î, >, 3, // — I 


lin iiiiiiiiirt/ m; mais, pour une valeur nulle de m, cette même équation 

st‘ îr<,ii.ivera reiiipla«‘ée par la suivante : 


îij 


<hi aura donc alors 


a,, — an 


/ r - 



/ -O 


[IV-']. 


3 (. A.//,—^ 

l -Z 0 


poiirvii que l\>u choisisse rde manière à vérifier la formule 


' 1 




A 


n 


et sous cette condition on obtiendra de nouveau la formule (12). 

Dans les diverses formules ci-dessus établies, la racine primitive h 
de recjuatiou binôme 

X" = I 


peut être réduite à 



Si d’ailleurs on fait croître indétiniment le nombre n, on verra ces for¬ 
mules se convertir en d’autres équations déjà connues. Par exemple, 
en prenant pour r une quantité positive supérieure au module de x et 
posant 

0' = e/' V , re'' v''=^ =. J, = a, 

on tirera de la formule ; 9 i 


Observons encore que les diverses formules établies dans ce para- 
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graphe peuvent être facilement étendues au cas où les fonctions 

f(^), F(^) 

se trouveraient remplacées par des fonctions entières de deux ou de 
plusieurs variables 

y, -, — 

Ainsi, en particulier, si l’on désigne par 

f(^,y) 


une fonction entière des variables æ, y, qui soit du degré n — i par 
rapport à x, et du degré n' — i par rapport à y; alors, en nommant 
/■une valeur particulière de x, s une valeur particulière de y, et 

6, e' 


des racines primitives des équations 


æ" — !, âo"- =1, 


on tirera de la formule (8) 

m'~n* — 1 /' = n' —1 m — n — l l~n — l 

( 22 ) = S S S S [(? 

m' = 0 ^' = 0 m=:0 Z = 0 


wz- / V \ ni 




et de la formule (9) 


(23) î{x,y) 


l' = n' — l l = n — l 

?S S 

0 1=0 


[ 


TÏ-iŸ)'- 

£-8- .ï-yf 
r s 




} 


§ IL — Formules cVInterpolation qui déterminent la valeur générale 
d'une fonction entière des sinus et cosinus d’un même arc. 

Diverses formules d’interpolation, par exemple celles que Lagrange 
a obtenues dans le Tome III des anciens Mémoires de l’Académie de 
Turin, et celles que j’ai données à mon tour dans un Mémoire sur la 
Mécanique céleste, présenté à la même Académie le ii octobre i 83 r. 



70 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

loiirnissfnl le moyen de développer une fonction entière des sinus et 
eosi!!U> d’ua are suivant les sinus et les cosinus des multiples de cet 
aiv. Or ces diverses formules d’interpolation se déduisent immédia¬ 
tement de celles (jui, dans le premier paragraphe, servent à déter¬ 
miner la valeur générale d’une fonction entière de la variable x. C’est 
ce que je vais expliquer en peu de mots. 

Soient 

f(r) 

une fonction entière de sin/ et de cos/, et k le degré de celte fonction. 
Le produit 

f(/), 

considéré comme fonction de l’exponentielle trigonométrique 

sera évidemment une fonction entière du degré i. Donc, si l'on 

désigne par n un nombre entier égal ou supérieur à 2X- i, et par 


C, ^37 //I 

/I valeurs particulières de la variable /, on aura, en vertu de la formule 
d’interpolation de Lagrange, 


11 ) 




^ f ( / )=v/=t f ( n 
[ v-i — )...(v'-i_ e^n\/~^) ^ 

.. .{e^ — e^n-i ) 


ei V- 




Cette dernière formule subsistera, par exemple, si l’on prend 

n =. 2 k 2. 


n —2 k 


ou 


D’ailleurs, comme on aura généralement 


1 . 
; e- 


sin ■ 




sin 


ti — t„ 


2 
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on pourra facilement transformer en produits de sinus les deux termes 
de chacune des fractions comprises dans le second membre de l’équa¬ 
tion (i); et, si l’on suppose en particulier 

2 A- H- I , 

l’équation (i) donnera 


/ 


. tj , t t f, 

sin-^ sm-- • • sin- 


f(0--= 


Sin — -^ sm - -• • • sm - 




{’>■) 


. t tt . t , t t ij — t 

sm- - sm-^ • • • sm- 


sm — -^ sm ^ 


sm 






Si l’on pose, pour abréger, 

(3) a{x)~[jc — e‘t'F^){x — . .{x — 

on verra l’équation (i), divisée par l’exponentielle 

se réduire simplement à la formule 


(-0 


f(«): 


(p(e'v^) 

ou, ce qui revient au même, à 

/_ « _ 

ç)(e<v'-*) 


gÂ'(i.-i)vCT 


f(^J_ 

3 '(e'»v'-‘) 


( 5 ) 


f(0 = S 




e*o,-oV-> 


A l’aide de la formule ( 5 ), le coefficient d’une puissance donnée de 
l’exponentielle 

e'vPî, 


dans le développement de la fonction f(/), se déduira sans peine du 
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l uerticii-nt qui affecte la même puissance dans le développement du 

produit _ 

of e‘\-^ _ 

—-= e'^ 'i-' v'-i, 

y —I Qt-i y -1 

et, par suite, des coefficients qui affectent les diverses puissances de x 
dans le développement de la fonction 

o(vr). 

En etlét, supposons 

! 0} Ç -T- ascT"”' -f- . . . -f- “i” 

Ün en conclura 

{-) 9 (e‘v'-‘) = + ...-f- 3£„_ie'v-i -i- jt,;; 

et, comme on a d'ailleurs 


-1- Qti V -1 




un trouvera détînitivement 




. — 

I — eh^-'^ 

^ \ ^ 2 Cj-f-v/“"^ ) 


i8) f 


H- (^2 -h ai -h A— 3 )Zy/-î 


D’ailleurs, si Ton considère 

ai, a^, • • •, 

comme des inconnues déterminées par le système des équations que 
l'on déduit de la formule (7), quand on attribue successivement à la 
variable t les diverses valeurs 

O, O» • • •, tn> 


on pourra, en vertu des principes établis dans {'Analyse algébrique, 




EXTRAIT N” 118. 


73 


obtenir facilement les valeurs de ces inconnues, lorsque les coeffi¬ 
cients de chacune d’elles, dans les équations dont il s’agit, formeront 
une progression géométrique, ou, ce qui revient au même, lorsque les 
quantités 

^1? ^2» • * •, 

formeront une progression arithmétique. Donc alors aussi l’on pourra 
aisément tirer de la formule (5) le coefficient qui affecte une puissance 
donnée de l’exponentielle 

dans le développement de î{t). 

Concevons, pour fixer les idées, que les quantités 

^I, tnj . . ., ift 

se confondent avec les divers termes 




d’une progression arithmétique dont la raison serait^- On trouvera, 
dans ce cas, 

o{x)=.x’' —ç'(.r) =r/la?'*-', 

et, en posant 

on tirera de la formule fo) 


(9) f(0 


l—n~\ - 

_ I Q 1 I — 

1=0 •- 




‘IT.l 


puis, en développant le rapport 


I _ QTlii-'Z) s}—\ 

i_ 0-/e(ï-x)vFî’ 


on conclura de l’équation ( 9 ) 


m = 0 1 = 0 ^ 

OEuvres de C. — S. 1, t. VI. I 
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L* 


Si, clans cette dernière écjuation, on pose 

/^ “ 2 X* -i- I, 

on pourra, sans inconvénient, y supposer la sommation relative à la 
lettre /effectuée, non plus entre les limites 


mais entre les limites 


l — o, l—n — 1 = ik. 


l^-k, i=:k, 


et, par suite, on trouvera 

m=k Izzk J- _ 

m = -k l=-& 

Si l’on prenait, au contraire, 


n — 2k -h 2, 


on trouverait 


(12) f(0 = 


jn — k -i-1 l~-~ k -f“ 1 


2(A* - 


m~ — k l=~k ^ 


Il est bon d’observer que, dans la formule (9), on a 


. ^ 271 / 

sm - ( ^ — T 


1 — ç^a-'z) s, 


2 V n. 


Donc la formule (9) peut être réduite à 




l=n — l çî 


'''> '<'>=; S —, 


sin - U —r 

2 


/=& sin~ U —T 
2 ' 


27:/ 


- stc/n 




27 îA 
/I J 


2 rJ 

n 


Lorsque f(t) représente une fonction réelle de t, la formule (9) ou 



EXTRAIT N“ 118 


(i 3) se réduit à 

sin — fi — T— 

" S. L * 


et la formule ( lol 


m=zn — li=:n—l 

(.5) = l ^ g cos[(m-/.-)(i-T-'^)]i(r-^^ 

»i —0 / = 0 


Si l’on suppose en particulier n = 2 Â‘ — i, la formule i4 donnera 


('«) f(‘)= 11 ^ 78 —^ 


1=0 sin - i — T — , 

2 \ 2 A -r ï 


1-1 \ \ ' a/i'-t-i 


Si l’on suppose au contraire n = -h 1 , on trouvera 


■T) f«) = j S 


sln[(t + .) ^ 

_L_2- ociSi _ 


kl . 1 /, 

/=o sm - U — T — 




Dans cette dernière supposition, la formule (i5 ) donnera 


«2 =. 2 A -+-1 / = 2 A- -f-1 . _ , — / 

f(‘) = ;(TVô S S 


1 = 0 1 = 0 


ou, ce qui revient au même, 


7 = 2 A / = 2 A-i-l 


f('>=ï(îVT)S S 


attendu que la somme des termes correspondants à 


ou 


m — A* 31: A* + I, 
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c’est-à-dire, la somme des termes qui renferment des arcs de la forme 


( X: - 1 - I ) ( < — r 


ra 

A-f-1 


disparaîtra de la fonction f(A). 

Enfin, dans la formule (i8), que l’on peut encore écrire comme il 
suit 

m — k 

'<‘>=Ï 7 ÏT 77 S S 


lz= — k 


le facteur 


cos/n [ t —Z — 


itl 
k -H I 


pourra être réduit au produit 


cos mi cosm ( r 


tJ 

k -H I 

si f(/) est une fonction paire de t, c’est-à-dire, si l’on a 
(20) f (0 = ^0-^* «1 cos^-f- a, cos2^ H-.. .-f- ük coskt, 

et au produit 


sinm^ sinm ( r 


tJ 

k-^-i 

si f(^) est une fonction impaire de t, c’est-à-dire, si l’on a 

( 21 ) f(^) — sin^ + ^2 sin2^ 4- .. .-H bkSmkt. 

Dans le second cas, en posant t — o, on pourra réduire la formule (19) 
à la suivante 

m = k l=k 

( 22 ) f (^)—^ sin77itsln4^^{( 


V/f + i 


i=k 

2 CS . Tl ml 7zl 




sia--f 


A' 4 - 1 O A* 4- I \ A* 4- 1 

/=i 


en sorte qu’on aura 
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comme Lagrange l’a trouvé dans le Tome III des anciens Ménioire.s de 
l’Académie de Turin. 

Concevons maintenant que les valeurs particulières de t, représen¬ 
tées par 

forment une progression arithmétique dont la raison p ditlere de 
et coïncident, par exemple, avec les divers termes de la suite 

^ ^ ? J - ( ^ ^ » V O, T, T “H P, ... 1 " t A * ) P » * P * 

On pourra déterminer encore la valeur générale de f/), non seulement 
à l’aide de l’équation (2), mais aussi à l'aide de la formule 5 , pourvu 
que, dans cette dernière formule, on suppose n — ik -~i, et 

la valeur de 'h{x) étant 

s^n(A•-^|')p sin(A+ |)p sinAp 

siaLo sia-^psiap 

sin(A-)--})psinAp ,, sin(A-)-|)p^_ 

sin|psinp sinp 

Les diverses formules qui précèdent peuvent être facilement éten¬ 
dues au cas où il s’agit de déterminer la valeur générale d’une fonction 
entière des sinus et cosinus de plusieurs arcs 

t, t', ..., 

d’après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues. 
Cette extension est semblable à celle des formules que nous avions 
d’abord obtenues dans le § 1. 

La formule (2), ainsi que plusieurs de celles qui en ont été déduites, 
et la formule (aS) elle-même, sont extraites du Mémoire que j’ai pré¬ 
senté à l’Académie de Turin le ii octobre i 83 i, et qui a été paraphé 
à cette époque par le secrétaire de cette Académie, puis lithographié 
en grande partie, et avec quelques additions, en i 832 . La formule (to) 


(23) 
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en particulier se trouve établie pour les valeurs 

2 /.' -f- t et 2 /{ ■+- 2 

du nombre n, puis étendue au cas où l’on considère une fonction 
entière des sinus et cosinus de deux arcs t, f, et enfin appliquée à des 
problèmes de Mécanique céleste, dans le § III du Mémoire litbo-, 
grapbié. 


119. 


Analyse algébrique. — Sur le développement d'une fonction entière du 
sinus et du cosinus d'un arc en série ordonnée suivant les sinus et 
cosinus des multiples de cet arc. 

C. K., t. XII, p. 323 (i5 février i84i). 

Soient 

f (0 


une fonction entière de siiu et de coso et/" le degré de cette fonction. 
Soient d’ailleurs t une valeur particulière de t, et n un nombre entier 
égal ou supérieur à ak + i. On aura, comme on l’a vu dans un précé¬ 
dent Mémoire, 


(') 





ou, ce qui revient au même. 


( 2 ) 


f (0 = 






G- 


/ = () 


27r/\ ,— 




Concevons maintenant que, la fonction f(i() étant développée en une 
série ordonnée suivant les sinus et cosinus des multiples de t, ou, ce 
qui revient au même, suivant les puissances entières, positives, nulles 
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ou négatives, de I exponentielle trigonoinétritjue 
on désigne par le coefficient de 


dans ce développement, en sorte que l’on ait 

fil. \ ' 

Les équations ( 2 ) et (3) entraîneront ta suivante 


(3) 


f(^) = «0 -f-rt, e'V-i -4_ar, ei<v -i _ . 

o-a-ie-'v -‘-r-a_,e-='v'^ —.. 


(4) 



1=0 



à laquelle on peut aussi arriver directement en partant de l’équation (3; 
et des propriétés connues des racines de l’unité. 

En vertu de la formule (4), le coefficient a„ d'une puissance quelconque 
de l'exponentielle trigonométrique dans le développement de la fonc¬ 

tion f(t) en une séné ordonnée suivant les puissances entières de la même 
exponentielle, sera une moyenne arithmétique entre diverses râleurs de 
cette fonction respectivement multipliées par diverses exponentielles trigo- 
nomètriques. Donc, par suite, si la fonction f(t) est réelle, le module de 
chaque coefficient ne pourra surpasser la plus grande valeur numérique 
que cette fonction puisse acquérir. Cette dernière proposition subsistant, 
quel que soit le nombre k, par conséquent quel que soit le nombre des 
termes compris dans la fonction f(t), peut être étendue au cas même 
où le nombre de ces termes devient infini. 

Si l’on cherche en particulier le premier terme a# du développement 
de la fonction f(^), suivant les puissances entières positives ou néga¬ 
tives de l’exponentielle trigonométrique 
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on trouvera 
( 5 ) 



/ = « --1 




Soient maintenant 

F (0 

une nouvelle fonction entière de sini et de cosou, ce qui revient au 
même, de l’exponentielle trigonométrique 


eV-i, 


et h le degré de cette fonction, en sorte que l’on ait 

( F(0=A„-!-A, +... + A/, 

(*>) ' _ _ _ 
( 4-A_ie‘”'v'-‘-+- A_2e~-'v'-i4-.. 


Si l’on nomme s le premier terme du développement du produit 

f(0F(0 

en série ordonnée suivant les puissances entières, positives ou néga¬ 
tives de cette exponentielle, on trouvera : 

1° En supposant h— ou <i/c, 

^ ^ le? ~ Aq -H A—J cci -H A_2 A—/, Oji 

Al Cl —1 “H Ao -f- . . . ”1— A/l G —/, ^ 


et, par suite, on vertu de la formule (4), 

m=h ;=«-t __ 


( 8 ) 


■-f, S s 


m-—h / = ü 


f ('TH- 




2" En supposant A = ou 'P'k, 


( 9 ) 


^ — Aq ^5^0 -1- A—1 Gy -t~ A_2 A—/, Cl fi 

( -H Al (Z— 1 A2f2_2 + • • •-l“ A/;C(_/,. ; 


et, par suite, en vertu de la formule (4); 


(lo) 


m~k 


*= 7 . S S 


m=—k 7=0 


n 
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8î‘ 

Dans la première hypothèse, c’est-à-dire en supposant AjX*, on poîirra 
réduire l’équation ( 8 ) à la forme 


i = n ~ I 



l 0 


Si, pour fixer les idées, on prend n = — i, la formule 11) donnera 


(i‘i) 




JlEL 

1 A -T~ ï 


F{r- 


2 ZI 

2 A- -r- I 


/=ô 


Si, au contraire, on prend n = ik 4- 2, on trouvera 





I-Q 


Avant d’aller plus loin, nous ferons une remarque importante. Si, 
dans l’équation ( 3 ), on substitue successivement à la variable i les 
divers termes de la progression arithmétique 

_ ^ ^TT ^ 

et si l’on ajoute entre elles les formules ainsi obtenues, après les avoir 
respectivement multipliées par les facteurs 


alors, en supposant 


n 7 X 4-1, 


2 m ! n — 


lt: —. 
— v~i 


011 retrouvera précisément l’équation {4 i; mais, si dans le même cas 
on suppose seulement 

/2 ^ -f- I, 

l’équation ( 4 ) subsistera pour des valeurs de m comprises entre les 
limites 

in — — {n — A), m — n — A, 

OKuvres de C. — S. I, l. \ 1. ^ ^ 
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et sera remplacée par la formule 


(t-t) 








pour des valeurs de m représentées par ces limites mêmes ou situées 
hors de ces limites. Cela posé, l’équation ( 4 ) continuera évidemment 
de subsister, pour toutes les valeurs de 7 n comprises dans la suite 


si l’on a 


-h, 


— 2, —I, O, I, 2, 

U > k “1— h -f- I , 


h. 


et sous cette condition la formule (8) ou (lo) fournira encore une 
valeur exacte de s. Il y a plus; l’équation (lo), légèrement modifiée 
par la suppression des termes correspondants à /n = — i, et réduite à 


jn = k / = /2 — 1 


(i 5 ) 


-,T S S 


;;2 =. 1 ~ A' / = 0 


pourra être appliquée au cas où l’on aurait 


Il — A', /Z — /z -j~ k — 2 

si l’on choisit convenablement l’arc t. En effet, dans ce cas, la for¬ 
mule (4) subsistera pour toutes les valeurs de m comprises entre les 
limites — k, -\-k; mais, pour m = —A, la formule (i4) donnera 


l = n — l 


a_h-^ake‘ 




f v + 


et, par suite. 


(i6) A_ia_*+Ai.ai.= ^ ^ A*e n)'^ 


pourvu que l’on assujettisse v à vérifier la condition 


kk 

A_i. 




0?) 
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Sous cette dernière condition, l’équation (7 , jointe à la formule i 
ou (16), entraînera évidemment l’équation i5;, que l’on pourra éerirt- 
comme il suit : 

m = A i — i 

rr 1 — /, / =r 1 — A 

D’après ce qu’on vient de dire, l’équation 18 coïncide, pour// = 
avec la formule (7), par conséquent avec la formule 9). Comme d’ail¬ 
leurs les seconds membres des équations ( 9) et (18 ne renferment pas 
la lettre h, il est clair que ces deux équations s’accorderont l’une avec 
l’autre, non seulement pour h = A, mais aussi quel que soit //. Donc la 
formule (18), jointe à la condition (17), fournira la valeur exacte de 
dans le cas même où l’on aurait 

/( > A', 

et dans celui où le développement de F(a) offrirait un nombre infini de 
termes. 

Pour montrer une application des formules qui précèdent, concevons 
que l’on ait k = 2, par conséquent 

((t) ^ ao+ «1 a, 4- a_, a- a_» 

et, de plus, 

F( «) = [>. — cos(< — n)]S 

n désignant un arc réel, et 1 un nombre supérieur à l’unité. Le déve¬ 
loppement de F(a) sera de la forme 

F(0 = AoH--Ai 

■+• A_, -i- A_, ..., 

et de cette dernière formule, comparée à l’équation (6), on tirera, pour 
A = 00, 

Ao=.\o, 

A_,oo; Aie^IV^, .A_j=.V2e*-IIv^, 
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ëi 

îli.iiii*, |iiiîir vrrifit^r l«i coiitlilioii ■ îj,;» l'éiluite a 
il lie jirt‘îiilre 

T t:- il 

li lit tiiriiiilie i8 ; diiîiiierci 

r.ml — . 

i s s 



i)i>!ic, si I' t est une fonction réelle de t, la valeur de s, qui dans ce cas 
sera réelle, pourra être réduite à 




t>ij, i‘t* qui ri*vii*nt au liuhue, ii 


s 


^ A,, —'^AîCOS 


T.i 


A^cos-/ . 




I - î 


(iette dernière équation, que l’on peut encore écrire comme il suil. 


Sr::, A2__l:^iZA’f^n)-r- .'■ :^-f(n+-) 

+ ^j|. 

s'accorde avec la formule {' 3 G) de la page 4G (tw l’Extrait n'’ 114 
Concevons maintenant que l’on ait, non plus /j = co , mais simple¬ 
ment h = 2, le nombre k étant d’ailleurs un des termes de la suite 

i; 8. 

L’equation (G) sera réduite à 

iy> Fi/ i A-ie -t-A_j e-'V-’-t-A„-4-A, e'r'“'-+-Aj 
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et, si l’on suppose d’abord ■^= 2, la formule (18) donnera 


*=5 S S 


(20) 


OT=—I/=- 


ou, ce qui revient au même. 


.) «= S 

/ = -l 




l’arc T étant choisi de manière à vérifier la condition 


(22) 


=e-^\-K 

A_2 


Si, au contraire, on suppose 2, on pourra tirer la valeur de s de 
la formule (8). en y laissant l’arc v arbitraire, pourvu que l’on prenne 


par conséquent 


H ” k —1“ h —f- I y 

/ij/e-h 3 . 


Ainsi, en particulier, si l’on prend k = 4 , on devra, dans la formule (8), 
supposer « ^ 7, par exemple 

« — 8 . 


Or, pour A = 2, k~ 4 > = 8, l’équation (8) donnera 


( 23 ) 


8 





Si, dans cette dernière formule, on réduit l’arc t à zéro, on en tirera 
simplement 


S 


;«=2 /= z 7 

i S 

7nr=—2 /=rO 


f t + 



(24) 
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iiii, il* qui revieril au meme. 




4 - \ 



A^e - 




(Jîi [H“ut so servir utilement des équations (20) et (sS) pour déter- 
iniiier la valeur générale de la fonction désignée par u dans le Mémoire 
sur les variations séculaires des éléments elliptiques des planètes. Les 
formules ainsi obtenues pourront remplacer, même avec avantage, les 
bu-mules ! 3 ~\, ,139), de la page 48. L’équation (20) en 

particulier fournira immédiatement la valeur de o qui correspond à la 
valeur 2 de l’exposant que nous avons représenté par la lettre 1 
pages 37 et suivantes). Quant à l’équation (aS), elle fournira rigou¬ 
reusement la valeur de u correspondante à 1 = 4. et il suffira que l’on 
puisse négliger les quantités du quatrième ordre par rapport aux ex¬ 
centricités et aux inclinaisons des orbites, pour qu’elle fournisse 
encore, sans erreur sensible, les valeurs de o correspondantes à 1 = 6 
et à 1 = 8. 


120 . 

Siir l’élimination d’une variable entre deux équations algébriques (' ). 

C. R-, i. XII, p. îgi (i*’’ mars 1841). 

t ' ) Mémoire publié dans les Exercices d’Analyse et de Physique mathe'matique ( ]Sou- 
œaux Exercices), voir t. I, p. 385 . 
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121 . 

Analyse mathématique. — Note sur la formation des fonctions altei'nées 
qui servent à résoudre le problème de Vélimination. 

G. R., t. XII, p. 4'4 (8 mars i8{[). 

I/équation finale, produite par l’éliminalion de plusieurs variables 
entre des équations linéaires et présentée sous la forme la plus simple, 
a pour premier membre une fonction alternée. On peut même en dire 
autant do l’équation finale qui résulte de l’élimination d’une seule 
variable entre deux équations algébriques de degrés quelconques, 
puisque les méthodes de Bézout et d’Euler réduisent ce dernier pro¬ 
blème au premier. Il importe donc de parvenir à former aisément les 
fonctions alternées. Telle est la question dont nous allons nous oc¬ 
cuper. 

Considérons, pour fixer les idées, la fonction alternée qui, égalée à 
zéro, produit l’équation finale, résultante de l’élimination de x entre n 
équations linéaires de la forme 

Ao,o •® + Ao,i y H-. . .-I-Ao, rt_2 M-I-Ao,„-i ('=0, 

Ai,o æ:- i-A,,] T'4-. . .A1^„_2 H-t-Ai^„_] (' = 0, 

J^n—2,oX -1- y -h ... -h A„_2,,i_2 U -f- A,j_2,«_i (' = O, 

A„_,.a.2î H- A„_. 1,1 J' -h A„ -1_,J_2 U H- A„_1_ „_1 (’ =: O. 

Pour obtenir cette fonction alternée que nous appellerons cS, on dispo¬ 
sera d’abord en carré sur n lignes horizontales, et sur autant de lignes 
verticales, les coefficients que contiennent les équations linéaires don¬ 
nées, comme on le voit ici 

I Ao,0, Ao,t, ..., Ao,„—2, Ao,,i-i, 

Al,o> Ai^l, • • Aij;,_2, Ai^/,._1, 

W 1 • • • ; • • • J •••I .> , 

I A,i_. 2,0) Art_2,lj ••*, A,i_ 2,«~2» A/i_2,ri—1, 

' A/t—ljO, A,1 — 1^1, . . -, A/i_1j;1_2, A,i_i^„_.iJ 
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puis on cherchera tous les produits que l’on peut former, en combi¬ 
nant ces coefficients n à n, de manière que les n facteurs de chaque 
|iroduit appartiennent tous à des lignes horizontales différentes et à 
des lignes verticales différentes. Les produits formés, comme on vient 
de le dire, se réduiront à celui dont les facteurs sont les coefficients 
situés sur l’une des diagonales du carré, savoir au produit 

J O Ao^O Aiji . . • A/,_2^,,—2 A,|_j^ ,,_j, 

et à ceux que l’on peut en déduire à l’aide d’une ou de plusieurs opé¬ 
rations dont chacune consiste à échanger entre eux deux indices qui, 
dans deux facteurs différents, occupent la même place. La fonction 
alternée S sera la somme de tous ces produits, pris les uns avec le 
signe -f-, les autres avec le signe — ; deux produits différents devant 
être affectés du même signe ou de signes contraires, suivant qu’on 
pourra les déduire l’un de l’autre à l’aide d’un nombre pair ou d’un 
nombre impair d’échanges opérés chacun entre deux indices de même 
espèce. Le nombre n des facteurs de chaque produit servira de mesure 
à ce que nous nommerons \'ordre de la fonction alternée. 

Concevons maintenant que l’on représente par P l’un quelconque 
des produits qui entrent dans la fonction alternée §. Supposons d’ail¬ 
leurs que, dans cette fonction, le produit (2) en particulier soit affecté 
du signe -t-, et que, relativement au produit P, les divers indices 

0 , I. 2 , 3, ..., n — I 

soient partagés en divers groupes, deux indices i et j étant placés à la 
suite l’un de l’autre dans le même groupe, lorsque le produit P ren¬ 
ferme le facteur 

A,-./. 

Il suffira de connaître le système des groupes correspondants à un pro¬ 
duit P, pour que ce produit se trouve complètement déterminé. Ainsi, 
par exemple, si l’indice i forme à lui seul un groupe, on en conclura 
qu’il est contenu dans un seul facteur du produit P, savoir, dans le 
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facteur A,y; si l’indice i forme un groupe binaire 

(A i') 

avec un autre indice i', on en conclura que les indices /, i' sont con¬ 
tenus seulement dans deux facteurs du produit P, savoir dans les 
facteurs 

Aij/'j A/’j/î 

si les trois indices i, i', i" forment un groupe ternaire 
on en conclura que le produit P renferme les trois facteurs 

Ai,/'î A/"^ i ; 

et ainsi de suite. D’ailleurs, pour déduire le produi^partiel 
A/,i'- 4 /', i ou A,’j/'A/'j i" A,-"^/, ... 

du produit partiel 

A,^fA/'ji'' ou A/j/A,*'j x" A,*j... 

qui renferme les mêmes indices dans le produit (i), il suffit évidem¬ 
ment d’opérer un seul échange entre les seconds indices i, i' des deux 
facteurs du produit partiel 

A,,,- A,-, 

ou deux échanges successifs entre les seconds indices des trois facteurs 
du produit partiel 

A./ i A/' /' A/" i>*f 

qui, en vertu de ces deux échanges, deviendra successivement 

A/ji' A/'^ i At’'^ i", 

Ai J' A/'^ A/% i, 


Donc, si le système des groupes correspondants au produit P présente 
/groupes formés chacun d'un seul indice, ou, ce qui revient au même, 
/ indices isolés, g groupes binaires, h groupes ternaires, k groupes 

1 ?. 


OEiivres de C. — S. I, t. Vï. 




90 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

quaternaires, etc.; enfin / groupes composés chacun de n indices 
(/devant se réduire à zéro ou à l’unité), il suffira, pour passer du pro¬ 
duit (2) au produit P, d’opérer entre les seconds indices des facteurs 

.^■0,0, A. 1 , 1 , •••, An— 1 , , 1—1 

autant d’échanges qu’il y aura d’unités dans la somme 
g — 2 h -f- 3 h “i-... -H ( Ti — i) /, 

D’ailleurs, si l’on nomme m le nombre total des groupes, on aura, nop 
seulement 

(3) /-t-2^-t-37i-H4/^-t-.. 

mais encore 

( .(i ) f g h -f- h -h — 77 2, 

et, par suite, 

1 0 ) g 2/2 —H 3 A' -H . . . —i“ ( 72 — 2 ) / 22 — 722, 

Donc, pour passer du produit (2) au produit P, il suffira d’opérer entre 
les seconds indices des divers facteurs autant d’échanges qu’il y aura 
d’unités dans la différence n — m-, et le produit P, dans la somme 
alternée s, devra être affecté du signe -p ou du signe —, suivant que 
la différence n — m sera positive ou négative. On peut donc énoncer 
la proposition suivante, qui s’accorde avec le théorème énoncé dans 
['Analyse algébrique (Note IV, p. 523 ). 

Théorème. — Soit s une fonction alternée formée avec les quantités que 
renferme le tableau ( i ), et dans laquelle le produit 

Vo.oAjj]. . . A„_2, «_2 A„_ij„_l 

soit affecté du signe Les divers termes de cette somme seront les divers 
produits que l’on peut former avec n facteurs de la forme 

dans lesquels les n valeurs de i soient respectivement égales, à l’ordre près, 
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aussi bien que les diverses valeurs de y , aux divers termes de la progression 
arithmétique 

O, I, 2 , 3, n — i. 

Soit d ailleurs P l un quelconque de ces produits, et supposons que, rela-- 
tivement au produit P, les divers indices 

^9 • * *) ^ — I 

soient partagés en divers groupes, deux indices 

i et j 

étant placés à la suite l’un de l’autre dans le même groupe, lorsque le pro¬ 
duit P renferme le facteur 

A,-,,. 

Si Von nomme m le nombre total des groupes ainsi formés, le produit P 
sera, dans la somme alternée s, affecté du signe + ou du signe —, suivant 
que la différence 

n — m 

sera un nombre pair ou un nombre impair. 

Si, dans la fonction alternée S, on nomme termes semblables ou de 
même espèce deux termes qui se déduisent l’un de l’autre, quand aux 
indices 

O, I, 2, 3, n — I, 

rangés dans un certain ordre, on substitue respectivement ces mêmes 
indices rangés dans un ordre différent, les divers termes, semblables 
entre eux, seront évidemment ceux pour lesquels le nombre total des 
groupes d’indices, et même le nombre spécial des groupes de chaque 
nature restera le même, c’est-à-dire ceux pour lesquels on retrou¬ 
vera les mêmes valeurs de f, g, h, k, l. Cela posé, il suit évidem¬ 
ment du théorème énoncé que les termes semblables seront toujours 
affectés du même signe. Donc, dans le développement de la fonction 
alternée S, on pourra se borner à écrire un terme de chaque espèce, en 
ayant soin de placer devant ce terme la lettre caractéristique 2 pour 
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indiquer la somme des termes semblables, qui pourront se déduire 
immédiatement du même terme avec la plus grande facilité. Pour 
obtenir, d’ailleurs, un terme correspondant à des valeurs données de 

f, g, h, 1^, 4 

il suffira d’écrire à la suite les uns des autres, dans leur ordre de gran¬ 
deur, les indices 

O, I, 2, 3, ..., n — ï, 

et de partager ces indices en groupes, en considérant les premiers 
indices 

O, I, 2, ..., f—l 

comme isolés, puis les indices suivants, en nombre égal à 2g, comme 
formant les groupes binaires 

(/./+l), (/+2,/-h3), ..., (/-|-2^— 2,/-l-2^ —l), 

puis les indices suivants, en nombre égal à 3 /i, comme formant les 
groupes ternaires 

(/■■f* 2^,/-+- “ig -H 1, /-+- 2g -h 2), 


{f +2g -t-3/l — 3,/-|-2^ + ih~2,f-\-2g-\-Zh — l). 

Ainsi, par exemple, si l’on prend n = r, l’un des produits correspon¬ 
dants à 

/= 2 , g —U h—i 

sera celui qui répond aux groupes 

(O), (0, (2,3), (4,5,6)., 

c’est-à-dire le produit 

Ao,o Ai,i AojS Aj,, A^^s Aj^j As,4- 

Quant au nombre des diverses espèces de termes compris dans la 





EXTRAIT N" 1-21. 


93 


somme alternée 3 , il sera évidemment égal au nombre des solutions 
différentes de l’équation 

/■-H 2^ -H 3/i -h 4/.' -!- . . . + «/ = n, 

qui correspondront à des valeurs entières, positives ou nulles des 
quantités 

/, g, h, k, i. 

Si, pour fixer les idées, on suppose n = 5 , alors, la valeur de // pou¬ 
vant être présentée sous l’une quelconque des formes 

I-r-I-f-lH-I-t-I, 

I -f- I -T“ I -T- 5, 

I _u 2 -i- 2, 

1 H- 1 -f- 3, 

2 4-3, 

I H- 4^ 

les systèmes de valeurs de 

/, g, h, k, l 

se réduiront à l’un des sept systèmes 


11 

or - f) 

h — O, 

k — 0, 


/=:3, 

<r - 1 

e - M 

h ” O, 

Anzo, 

11 

O 

11 

Il 

lO 

h = O, 

k=0. 

1=1 Oi 

./■=2, 

11 

P 

A = I, 

k=zo, 

l — O, 

f—0, 

(T - T 

i? — ^ y 


k =z 0, 

1=10, 

H 

tr - O 

O — 

h ■=. O, 

A=i, 

l =r O, 

f—o. 

II 

P 

A zr: O, 

kz=.o, 

1=1 I 


et, par suite, une fonction alternée du cinquième ordre renfermera 
sept espèces de termes. 

Il est facile de calculer, pour une fonction alternée de l’ordre n, 
non seulement le nombre total des termes, ou des diverses valeurs 
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de P, mais encore le nombre des termes de chaque espèce; et d’abord, 
comme dans chaque valeur de P on peut supposer les divers facteurs 
rangés d’après l’ordre de grandeur des premiers indices, le nombre des 
valeurs diverses de P sera évidemment égal au nombre qui indique de 
combien de manières différentes on peut ranger à la suite les uns des 
autres les seconds indices, représentés par n quantités distinctes. Donc 
le nombre des divers termes de la fonction alternée S sera égal au pro¬ 
duit 

1 . 2 . 3 .. 

Cherchons maintenant le nombre des termes d'une espèce donnée, 
c’est-à-dire le nombre des valeurs de P qui correspondent à des valeurs 
données de 

/) g, h, k, ..., /, 

et représentons ce nombre par 

Relativement à chacun des termes dont il s’agit, les indices 
0, Ij 2, 3 , ..., /I ï 

pourront être partagés en m groupes, la valeur de m étant celle que 
détermine l’équation (4), puis écrits à la suite les uns des autres dans 
un ordre tel que des indices placés dans un même groupe se suivent 
toujours immédiatement, et qu’aux indices isolés succèdent les indices 
compris dans les groupes binaires, puis dans les groupes ternaires, 
puis dans les groupes quaternaires, etc. D’ailleurs dans la série, ou 
succession d’indices, obtenue comme on vient de le dire, on pourra 
opérer divers changements sans qu’elle cesse de correspondre au même 
terme, et sans que les conditions énoncées cessent d’être remplies. On 
pourra, par exemple, échanger entre eux, d’une manière q^uelconque, 
ou les/indices isolés, ou les ^groupes binaires, ou les h groupes ter¬ 
naires, etc.; on pourra encore, dans chaque groupe, écrire le pre¬ 
mier un quelconque des indices dont il se compose; et, eu égard à la 
possibilité de ces divers changements, il est clair que les séries ou suc- 
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cessions d’indices correspondantes à un même terme seront en nombre 
égal au produit 

(i.2...y)(i.2...D-)(i.2 — h).. .{1.2.. . 1 ). 1/2" 3*... n', 

chacun des produits partiels 

1.2.../, 1.2...", j. 2 ...h, 1.2.../ 

devant être réduit à l’unité, quand la quantité 

/, ou g, ou II, ou l 

se réduira simplement à zéro. D’ailleurs le nombre total des séries que 
l’on pourra ainsi former avec les indices 

O, I, 2, 3 , n —I 


sera précisément le produit 

I. 2 . 3 . . . 


et à chacune d’elles correspondra un terme de l’espèce donnée. Donc 
le nombre 


des termes de cette espèce sera le quotient qu’on obtient quand on 
divise le produit 

1.2.3 ... /Z 

par le produit 

(i. 2 . 3 . . .y) (1.2.. (1.2.. .A) .. .(1.2.. .Z) i-^' 2 «' 3 *. . .n'. 


Donc, en posant, pour abréger. 


( 6 ) 


I ■ 2 ■. ■ m _ 

(l.2.../)(l.2...^)(l.2.../l)...(l.2.../) 




on aura 

(7) N/, y, A, 


1 . 2 . . 

1.2.. .m 


{m 


^ ClY fi'Y fiY... ii'\ 

[^ 2 / \ 3 y 


la valeur de m étant toujours 


7/1 = y +0 4- A +... + /. 
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D’autre part, comme le nombre total des termes de différentes espèces, 
c’est-à-dire, le nombre total des termes de la fonction alternée s, doit 
être égal au produit 

on aura encore 

(S) 1 . 2 . 3 .= 

le signe 1 se rapportant aux divers systèmes de valeurs de 

y> 0 9 * * • > ^ 

qui vérifient l’équation ( 3 ), et par conséquent 

Cette dernière formule paraît digne d’être remarquée. 

Si, pour fixer les idées, on prend n = 5 , l’équation (8) ou (9) don¬ 
nera 

1 .2. 3 . 4 . a “ N 2^ 0, (1,0,0 N3,1,0,0,0 ^1,2,0,0,0 ^2,0,1,0, ü 

“ 1 “ ^0,1,1.0,0 “ 1 “ Oj 0^ 0 -h 0,0,0,1 ) 

et, par suite, 

1.2. 3 .4 .5 = I H- 10 -H 10 -H 20 -H 20 -1- 3 o -t- 24 = 120, 
ce qui est exact. 

On peut observer que, dans le cas où n est un nombre premier, la 
valeur entière de 

fournie par l’équation (7), reste toujours divisible parn, excepté lors¬ 
qu’on prend 

m — n, par conséquent f=n, g — o, /i = o, ..., l — o, 

ou 

par conséquent f—o, g = o, h = o, .... /=i. 


Donc, dans le second membre de la formule (9), et pour le cas dont il 
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s’agit, les seuls termes non divisibles parn sont 

^ et O,O, ....1 — 1.2-3, . .^/Z — I ^. 

Donc la somme de ces deux termes doit être, aussi bien que le produit 
1.2. 3 ... n, divisible par le nombre n, toutes les fois que celui-ci est pre¬ 
mier. On se trouve ainsi ramené au théorème de Wilson. 

Observons encore que, dans la fonction 3 , le nombre des termes 
affectés du signe -t-, et correspondants à des valeurs paires de /z — m, 
'est précisément égal au nombre des termes affectés du signe —, et 
correspondants à des valeurs impaires de n — m. Donc la différence 
entre ces deux nombres, évidemment représentée par 


sera nulle, et l’on peut, à l’équation (8) ou (9), joindre la suivante 

(10) . 1 = 0, 

que l’on peut encore présenter sous la forme 


(II) 



. n 

,m 


(—!)"’( «O/, ir, A. 



O. 


On trouvera, par exemple, en prenant n — S, 

Ns,0,0,0,0 — Nj,1,0,0,0 ■+■ Ni,2,0,0,0 N2 ,o, 1,0,0 No,i,i,o,o N 1,0,0,1,0 No,0,0,0,1 — e, 

ou, ce qui revient au même. 


I — 10 -1-1 3 + 20 — 20 — 3o 24 = O, 

ce qui est exact. 

Lorsque, dans le tableau n® 1 , on a généralement 


les coefficients 


A 


0,03 


A 




A/,y Ay,/, 


situés sur l’une des diagonales du carré figuré par ce tableau, sont les 
seuls qui ne se trouvent pas répétés. Les autres coefficients sont égaux 

PEwres de C. — S. 1, t. VI. 
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deux à deux, les coefficients égaux étant toujours placés symétrique¬ 
ment des deux côtés de la diagonale dont il s’agit. Donc alors les seuls 
termes, qui ne se trouveront pas répétés plusieurs fois dans la fonc¬ 
tion alternée S, seront ceux qui correspondront seulement à des indices 
isolés et à des groupes binaires. Quant aux termes qui correspondront 
à des groupes ternaires, quaternaires, etc., c’est-à-dire, à des valeurs 
de 

h, A-, ..., l 

différentes de zéro, il est facile de voir que chacun d’eux se trouvera 
répété autant de fois qu’il y aura d’unités dans la puissance 

du nombre 2. En effet, dans l’hypothèse admise, étant donné un terme P 
correspondant à des valeurs de A, ..., /différentes de zéro, on ob¬ 
tiendra toujours un second terme égal au premier, si l’on renverse 
l’ordre dans lequel se trouvent écrits à la suite les uns des autres les 
indices renfermés dans un seul groupe ternaire, quaternaire, etc. 
.Ainsi, par exemple, deux termes seront égaux entre eux si, pour pas¬ 
ser de l’un à l’autre, il suffit de remplacer le groupe quaternaire 

(o, I, 2, 3) 

par le groupe quaternaire 

(3, 2, I, o), 

attendu qu’en vertu de la formule (12) le produit partiel 

■Ao,i Ai, 2 Aj^s Aj^j 

sera équivalent au produit partiel 

A3,2 As,! Ai,o Ao, 3 . 

La remarque précédente, jointe à ce qui a été dit plus haut, permet de 
former aisément les fonctions alternées, composées avec des coefficients 
pour lesquels la condition (12) est remplie. Si, pour fixer les idées, on 
suppose ZI = 6, alors, en admettant que la condition (12) se vérifie. 
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on trouvera 

^ — '•'^0,0 Xl,l As,3 A4 ,4 As, 5 — 2 Ao,o Aj,t A 5 ,î A 3,3 A|,3 

4 - 2 A„,„A,. 4 A|,3 A|,3- 2 A?,4 A|,3A^s 

Ai,i A2,5 A3,4 A4,5 AsjS — 2 2 Ao,o Af,, A3,4 A4,5X5,3 
4 - 4 X Aj,! Ai,2 a»,5 A3,4 A4,5X5,3 

^0,0 Al,1 A J, 3 A3,4 A4,5 A3,2 4 - 22X5,4X3,3X3,4 A4,5 As,» 

Ao,o A],2 A»,3 A3,4 A4,5 As,! 2 2 Ao,l Aj, 2 A2,3 AsjS A4,5 A3,o, 

pourvu que l’on indique toujours à l’aide du signe 2 placé devant un 
terme la somme faite de ce terme et de tous les termes semblables. 

Les principes établis dans cette Note conduisent de la manière la 
plus simple et la plus directe à la détermination d’une fonction alternée 
dont on se propose d’obtenir la valeur en calculant séparément chaque 
terme. Mais il importe d’observer que, pour de grandes valeurs de n, 
la réduction en nombres des divers termes calculés chacun à part 
devient impraticable, en raison de la grandeur excessive du produit 

I. 2 . 3 ... rt. 

Comment doit-on s’y prendre alors pour obtenir, sans trop de difiS- 
culté, la valeur numérique de la fonction alternée? C’est une question 
qui mérite d’être examinée, et qui sera l’objet d’un nouvel article. 


122 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses formules relatives 
à l’Algèbre et à la théorie des nombres. 

C. R., t. XII, p. 698 (26 avril 1841). 

Ce Mémoire sera divisé en deux paragraphes. 

Dans le premier paragraphe, je déduirai, des relations qui existent 
entre les coefficients d’une équation algébrique et les sommes des 
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puissances semblables de ses racines, une formule qui jouit d’une 
propriété singulière. Pour toutes les valeurs entières et positives, attri¬ 
buées à deux variables que cette formule renferme, le premier membre 
se réduit à la plus petite variable ou à zéro, suivant que la plus petite 
variable divise ou ne divise pas la plus grande. 

Dans le second paragraphe, je m’occuperai de nouveau d’une ques¬ 
tion souvent traitée par les géomètres, savoir, de la résolution des 
équations indéterminées du premier degré en nombres entiers. On con¬ 
naît la solution algébrique que M. Binet etM. Libri ont donnée de ce 
problème, pour le cas de deux inconnues. Mais, quelque simple que 
soit, sous le rapport analytique, la solution dont il s’agit, nous verrons 
qu’elle peut être encore simplifiée, de manière à ne plus exiger la 
formation de Tables qui offrent la décomposition d’un nombre entier 
quelconque en facteurs premiers. 

Quand on sait résoudre les équations indéterminées à deux incon¬ 
nues, on sait aussi résoudre les équations qui renferment trois ou un 
plus grand nombre d’inconnues, puisqu’on peut commencer par choisir 
arbitrairement quelques-unes de ces dernières. Mais il peut arriver 
que, dans un problème indéterminé, on ait seulement besoin de con¬ 
naître les valeurs entières, nulles ou positives, des inconnues, et ces 
valeurs seront certainement en nombre fini, si, dans le premier membre 
d’une équation linéaire donnée, les coefficients de toutes les inconnues 
sont des quantités de même signe. Alors la question se réduit à dé¬ 
composer un nombre entier donné en parties égales ou inégales, dont 
chacune soit un terme d’une suite finie donnée. Cette question se 
reproduit dans diverses circonstances, par exemple quand on se pro¬ 
pose de développer les puissances d’un polynôme qui renferme un 
nombre fini ou infini de termes, de déterminer les sommes des puis¬ 
sances semblables des racines d’une équation algébrique ou transcen¬ 
dante, ou de calculer les nombres de Bernoulli. Dans ces cas, et dans 
plusieurs autres, le coefficient de l’une des inconnues se réduit à l’u¬ 
nité, ce qui permet de résoudre assez facilement la question, en com¬ 
mençant par fixer la valeur de l’inconnue dont le coefficient est le plus 
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grand. Au reste, j’indiquerai un moyen facile de résoudre, dans tous 
les cas, les questions de ce genre, et même de les réduire à de simples 
soustractions. 

§ I. — Relations qui existent entre les coefficients d'une équation algébrique 
et les sommes des puissances semblables de ses racines. Formules singulières 
déduites de ces mêmes relations. 

Soit m un nombre entier quelconque. On aura, comme l’on sait, 

(i) b.c, ..., 

la sommation que le signe X indique s’étendant à toutes les valeurs 
entières, nulles ou positives de a, b, c, ... qui vérifient la condition 

a 4- b 4- c -+-...= wi, 

et le nombre entier que représente l’expression (a, b, c,...) étant dé¬ 
terminé parla formule 

, , . .m _ 

(.a, D, c, •••) —_a){i.2...b)(i.2...c)...’ 

où l’on doit omettre, dans le second membre, celles des quantités 
a, b, c, ... qui se réduiraient à zéro; en sorte qu’on trouvera, par 
exemple, en supposant 

a =: , b c = O, 

1.2. . .m 

(a, b, c, ...) = (m,o,o, •••)= — 

Si, dans la formule (i), on remplace la somme 

æ: -1-/-1- 5-h. . . 

par un polynôme de la forme 

X = /x -H... 4- px'‘-'^ -\-qx”-, 

on en conclura 


( 2 ) 


X'" = A,„ic"‘4-A,„+t 


jp"'+‘4-. . .4- 
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la valeur de A, étant donnée par la formule 
,3) A, —A (a, b, 

dans laquelle la sommation indiquée par le signe 2 devra s’étendre à 
toutes les valeurs entières, nulles ou positives, de 

a, b, h, k 

(|ui vérifieront les deux conditions 

a -f- 1) 4-... + lu- k = 02 . 
a -T- 2 b 4- ( /2 — 1 ) h 4 - O k =: 2 . 

Des équations fi;, ( 2 ), (3), jointes aux deux suivantes 

ul e-^=:i4-j:4- H..., 

I O. 



on déduit aisément les formules qui expriment les relations existantes 
entre les coefficients d’une équation algébrique et les sommes des 
puissances semblables de ses racines. Rappelons d’abord ces dernières 
formules en peu de mots. 

Soient €, y, ... les racines de l’équation algébrique 

(6) J" 4- «1 a;"-' 4- 4 -... 4- ««-j a- 4 - «„ = o, 

et 

s,-=a‘-l-g'4-y'4-... 

la somme des puissances de ces racines. En posant 

I 

æ— — 

dans l’équation identique 

«1 j:®-‘ -h. . . 4 - a„_,x 4 - a„=:; (a; — a) (x — ë) {x — y)..., 

on en conclura 

( 7 ) <-!-«i- 4 -.. . 4 -aB_i3®-*4-a„s" = 


(i —a 3 )(i —gs)(i —73)...; 
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puis, en prenant les logarithmes népériens des deux membres de l’é¬ 
quation (7), et ayant égard à la formule (5), on trouvera 

( 8 ) — 


et, par suite, 


(9) I -h 




1 » 1 , 
i> - 3 ^ 


Si maintenant on développe les seconds membres des équations (8), 
(9) à l’aide des formules ( 4 ), ( 5 ), jointes à la formule (3), et si dans 
les équations nouvelles ainsi obtenues on égale entre eux les coeffi¬ 
cients des puissances semblables de on en conclura 


( 10 ) 


: i 3 (— I )a-l-b+-...-»-h-t-k 


(a,l), ....li.k) 
ü —H b —H. . . + Il H— k. 




(!■) 


fl.— 2f_ 1 ')a+b+...+h+k_ (a, b, •. •, h, k) 

^ ' i. 2 ...(a + b-h...-hli 




i devant être, dans la formule (i i), inférieur ou tout au plus égal à n, 
et la sommation que le signe 2 indique devant s’étendre, dans chacune 
des formules (10), (ri), à toutes les valeurs entières, nulles ou posi¬ 
tives, de 

a, b, ..., b, k 

pour lesquelles se vérifiera la condition 

(12) a -h 2b -h.. . 4 -(rt — i)h-h«k = i. 

Il sera d’ailleurs facile de calculer ces valeurs, en commenc^'ant par 
déterminer celle de k, puis celle de A, .... Ainsi, par exemple, si 
l’on a 

n = 3, i — 

alors l’équation (12), étant réduite à 

a -h 2 b -h 3c 1 := 7 , 

sera évidemment vérifiée par les valeurs entières, nulles ou positives, de 

a, b, c 
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,|ui satisferont à l’un des trois systèmes de formules 

c O, a H- 2b = 7, 

c m I, a -h 2 b = 4, 
cr=2, a + 2b“T. 

On reconnaîtra pareillement que 1 on vérifie 1 équation 


en prenant 

b 1 = 0 , a — 7 , 

ou 

h =:: I , a — 5, 

ou 

b 2 , a 3=: 3, 

ou 

b = 3, a3=i; 

réquation 

a 4- 2b 4 

en prenant 

1)3=0, a = 4, 

ou 

b=i, az=2, 

ou 

b = 2 , a—o; 

et réquation 

a 4- 2b = i 

en prenant 

b = o, a = i. 

Donc enfin les 

valeurs nulles ou positives de 


a, b, c. 


propres a vérifier la formule 
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se réduiront à l’un des systèmes de nombres 

7) O, O, 

5, I, O, 

3, 2, O, 

1, 3, O, 

4, O, I, 

2, I, I. 

O, 2, I, 

I, O, 2. 

Cela posé, la formule (lo) donnera, pour n = 3 , i = 7, 

_ [ i) + 2)(25a| 4- ^(i, 3)aia2 — 4(4, 

—i(2,i,i)a2«2a3 —2)aia| 

OU, ce qui revient au même, 

s -!—— a\ — 7 (a J a, 4- 20 ’ a* -f- a\ — a\a ^— 3aJ «,«3 — a|a 3 4- «i «|). 

Telle est effectivement la somme des 7*®““ puissances des racines de 
l’équation 

CL 1 X“ Cl-yX + Cf 3 — O. 

Si, dans les formules (10), (ii), on prend successivement pour / les 
divers nombres entiers 

I , 2, Oj 4? • • • î 

en laissant la valeur de n arbitraire, on retrouvera des formules don¬ 
nées très anciennement par Euler, savoir, 

^1 = — «1, 

,9.2=: al — 2 a^i, 

s-^ znz — a'I -H 3 a^ a<i 3 ^ 3 , 

.9^.=: a\-\-2a\ — 4 ^1^2 “^4 ^1^3 4 ^ 4 » 

— — rtj -1- 5 «5 ^2 — 5 1 <23-f- O «I -1- 5 ûTi ^4 -H 5 ^2 ^3 ^ 

f 4 


OEuvres de C. — S. l, t. VI. 
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eî 


«ïj — — .Çj, 

Ci 4 rz: ( .Ç J ,1, 

I . 2 

a,^ - — H- 253 ), 

î. 2 .3 

a> ^ - ô —7 i^\ — 6 .Çj -f- 3 si -f- 8^1 s^ 6^4 ), 

* 1 . 2 .O .4 

- ~—~z (sf — I05?.Ço -h l5 Si -h 20 5^ ^ 3 — 20.9.>'^3 3o.9i.Ç4 -+- 24 . 93 ), 

1.2.3.4. ^ 


Il existe des relations dignes de remarque entre les valeurs de 

Sij Sij S-J, . . . , 

fournies par l’équation (10), et les coefficients des diverses puissances 
de : dans le développement de l’expression 

(l -î-^7] 3 *• 

En effet, désignons par 

^ 1 ? ^î, ^ 3 » • • • 

ces coefficients, en sorte qu’on ait 

et, par suite, en vertu de la formule ( 3 ), 

(i 3 ) j = b, 

la sommation que le signe 2 indique s’étendant à toutes les valeurs de 

a, b, b, k 

qui vérifient la condition (1 2). Comme l’équation (8), différentiée par 
rapport à =, donnera 

( 14 ) .9j 3 -{-,92 -3" -h53;3^ -4-... — — -f- 2 CI 2 -h• • • Hr HCLfi I Ct^ ^ H— 
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et, par suite, 

.Î1.3 + S 25 -+ . . . = — («1+ 2rt,c -t- . . . -t- (n- H- . .), 

on en conclura 

( * 3 ) H- 2 ( 2 , i/— 1 + 3 ^/_2 H- • . - H- ^cifi ). 

Il suit évidemment des formules (tS) et (i 5 ) que, dans la valeur 
générale de Si donnée par l’équation (10), tout comme dans les valeurs 
précédemment trouvées de 


^1, .Ç3, ,5^4, S^, • • •) 


le coefficient numérique d’un terme quelconque sera toujours un 
nombre entier. Donc, par suite, le produit 


dans lequel 


. (a, b, ..h, k) 

^a + b+ ...-t-h-+-k’ 

I a H” 2 b “H... “H ( /I — 1 ) b H“ /i k. 


sera toujours un tel nombre. Cette proposition s’accorde avec un théo¬ 
rème que nous démontrerons tout à l’heure. 

Il nous reste à exposer plusieurs conséquences remarquables des for¬ 
mules générales que nous venons d’établir. 

Observons d’abord que si l’on différentie l’équation (ij par rapport 
à l’une des variables x, j, -, .... par rapport à x par exemple, on 
trouvera 

m{xJ' + s X a (a, b, c, .. - 

Donc, par suite, l’expression 

a (a, b, C, ...) 

représentera le coefficient du produit 3®... dans le développe¬ 

ment de 

m (.r -H >■ 4- 3 -t-,. 

en sorte qu’on aura 

a (a, b, c, ...)=: m (a — i, b, c, ...) 
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la valeur de m étant 

zzT a + b -f- c H-. . . . 

L’équation fi6), qu’on pout établir directoment, puisquclle devient 
identique quand on y substitue les valeurs des expressions 

(ajbjC^ ••♦.b f>b,Cj •••)} 

subsiste d’ailleurs lorsqu’on échange entre elles les lettres a, b, c, — 
Il en résulte que chacun des produits 

a(a,b,Cj.-.)î b(a,bjC, ...)j c(a>bj...), 

est divisible par le nombre 

«/ = a + b -h c - 

Donc ce nombre divisera le produit 

(i) (a, b, c, .. .)> 


si te facteur o est de la forme 


a U + b e -1- c WP -H..., 

U, P, (V, ... désignant des quantités entières positives ou négatives. 
Cela posé, pour vérifier l’exactitude de la proposition ei-dessus énon¬ 
cée, il suffira d’observer que le facteur 

i = a ab . .-h (rt — i)h -t- «k 

est précisément de la forme indiquée. Ajoutons que le plus grand com¬ 
mun diviseur des nombres 

a, b, c, ... 

est de la même forme. On peut donc énoncer encore la proposition sui¬ 
vante. 
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Théorème I. — Soient m la somme des nombres 

a, b, c, ... 

et 03 leur plus grand commun diviseur. Le produit 

w(a,b, c, ...) 

sera toujours divisible parm. 

Corollaire I. — Dans le développement de 

le coefficient numérique M d’un terme quelconque sera divisible par m, 
si aucun entier ne divise les exposants de toutes les variables dans ce 
terme. Dans le cas contraire, le plus grand commun diviseur oj de ces 
exposants rendra le produit «M divisible par m. Ainsi, par exemple, 
dans le développement de 

le plus grand commun diviseur 3 des exposants 3 et 6, dans le terme 

(3,6)æ;=>7«, 

rendra le produit 

3 X ( 3 ,6.) = 3.84 

divisible par 9. 

Corollaire II. — Le plus grand commun diviseur co des nombres 

a, b, c, ... 

devant diviser leur somme m, il en résulte que, dans le développe¬ 
ment de 

m divisera l’exposant numérique de tout terme où l’exposant d’une 
seule des lettres x, y, z, ... sera premier à m. Par exemple, dans le 
développement de 

{x^y-¥z)\ 

tous les coefficients numériques seront divisibles par 9, à l’exception 
des suivants : 

I, 84 = (6,3) = (3,6). i68o = (3,3, 3). 
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Corollaire ///. — Si m est un nombre premier, le coefficient i de 
x’", de v"', de z”‘, ... sera le seul qui ne soit pas multiple de t 7 i, ce que 
l’on .savait déjà. 

Considérons maintenant la formule (lo), et appliquons-la au cas où 
l'équation (G) se réduirait à 

— I =: O. 

Alors, a,, a^, ..., a„_, étant nuis, on verra, dans le second membre de 
la formule (lo), disparaître tous les termes qui ne correspondront pas 
à des valeurs nulles de 

a, b, ..., b ; 

et, par suite, on trouvera 

Si=. n ou 5/=3 O, ^ 


suivant que i vérifiera ou ne vérifiera pas la condition 

nk — 

c'est-à-dire, suivant que i sera ou non divisible par n. Or, en compa¬ 
rant la valeur de i ou de si avec celle que l’on obtiendrait si l’on appli¬ 
quait directement la formule (lo) aux deux équations 

X— I = O, x^^~^ -h . . .4- j:- -4- 1 — O, 

dans lesquelles peut se décomposer l’équation donnée 

— 1 = 0 , 

on se verra immédiatement conduit à la proposition suivante : 
Tbéorème il — Si Von pose généralement 


iiy) 


Si — I -f- 


1 ^ J'ja-t-b+••. .-t 11-(-k, 

i a -{“• b Il 4" tv 


( a, b, ..., b ), 


le nombre des quantités 


a, 1), 


h 


étant n -i, et la sommation que le signe 2 indique s'étendant à toutes les 
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valeurs entières, milles ou positives de a, b, h qui vérifient la co/t- 
dit ion 


(i8) 

on trowera 


a -i- 2 b 4-... -h (/i '— ! ) Il — 


si—n ou 

suivant que n sera ou ne sera pas diviseur de z. 

Corollaire, — Si l’on pose /z — :2, le théorème précédent donnera 

i — 3 ( / — 4 ) ( ^* — 5 ) 


(19) ^ + 0 '^' 




2.3 


par conséquent 


(20) :-t-(—i)‘— £-1- 


£ ( £ — 3 ) £ ( t — 4 ) ( ^ — 5 ) 

2 2.3 


T~ . . . 


:3 on o; 


: 3 ou 


suivant que ^ sera ou ne sera pas divisible par n. L’équation (19) s’ac- 
corde avec le théorème donné par M. Stern pour la sommation de la 
série finie 

£-3 , (£_4)(£_a) 


2.3 


Le théorème de M. Stern peut donc être considéré comme renfermé 
dans le théorème II. 

Nous avons déjà remarqué que, dans la formule (i i), i était supposé 
inférieur ou tout au plus égal à n. Si le nombre entier /devenait supé- 
lieur au nombre entier n, alors, a,- devant être considéré comme égal 
à zéro, on déduirait évidemment de l’équation (9), non plus la for¬ 
mule (i i), mais la proposition suivante: 

Théorème IIL — Lorsque le nombre i surpasse le degré n d'une équa¬ 
tion algébrique, les sommes 

^2, ^ 3 , ... 


des puissances semblables des racines de cette équation vérifient la formule 
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l(‘ signe 1 s'élendant à toutes les valeurs entières, nulles ou positives, de 

I)j Cj ... 

pour lesquelles on a 

122 ) a + 2 b -r- 3 C— i. 

Corollaire J. — Si, pour fixer les idées, on prend n — 2,i = 3 , l’é¬ 
quation (20) donnera . 

5 ’ — 35i5j-1- 2S3= O. 

Corollaire II. — Si l’équation donnée se réduit à 

x" —1 = 0, 

alors dans la suite 

• 

tous les termes s’évanouiraient, à l’exception des suivants 




(jui seront égaux à n. Par suite, dans le premier membre de l’équa¬ 
tion (21), tous les termes s’évanouiront d’eux-mêmes, si i n’est pas 
divisible par n. Si au contraire i est divisible par n, l’équation (21) 
pourra s’écrire comme il suit 


( 23 ) 


^_ J^a+b-t-c-H-,. 


(a, b, c, ...) 




(•IMiV'ü) 


le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières, nulles ou positives, 
de a, b, c, ... pour lesquelles on aura 

a -)- 2 b -H 3 c ... — —. 

n 

Mais - peut être 1 un quelconque des nombres entiers supérieurs à 

l’unité. Donc la formule (22) se vérifiera toujours, si dans cette for¬ 
mule la sommation indiquée par le signe 2 s’étend à toutes les valeurs 
entières, nulles ou positives, de a, b, c, ... qui offrent pour somme un 
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nombre donné, supérieur h Tunité. Au reste, cette conclusion pour¬ 
rait être immédiatement déduite de l’équation identique 


123. 


Analyse mathématique. — Mémoire sur disperses formules relatWes 
à l'Algèbre et à la théorie des nombres. 

C. R., l. XIIj p. 8 i 3 (lo mai 1841). [Suite.] 


§ IL — Sur la résolution des équations indéterminées du premier degré 

en nombres entiers. 

Supposons qu’il s’agisse de résoudre, en nombres entiers, une équa¬ 
tion indéterminée du premier degré à plusieurs inconnues. Si ces 
inconnues se réduisent à deux 

l’équation indéterminée sera de la forme 

( i) ax-\-hy = k^ 

a, b, /. désignant trois quantités entières, et ne pourra être résolue que 
dans le cas où le plus grand commun diviseur de a et de b divisera /•. 
.Mais alors on pourra diviser les deux membres de l’équation (i) par ce 
plus grand commun diviseur, et, comme on pourra, en outre, si a est 
négatif, changer les signes de tous les termes, il est clair que l’équa¬ 
tion (i) pourra être réduite à la forme 

( 2 ) mx± n y = rfc /, 

/, m, n désignant trois nombres entiers, etm, n étant premiers entre 
eux. 

de C. — S. I, t. VI. 
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Observons maintenant que Téquation (2) coïncide avec 1 équivalence 

mx~ztl (mocl;^) 

un 


ù i 


(inod/i). 


td qu’en vertu de la formule 

l 


= lx— (mod/i), 
m rn 


la résolution de l’équivalence ( 3 ) peut être réduite à celle de la sui¬ 
vante : 

.x=— (mod/i). 

D’autre part, si n est un nombre premier, on aura, d’après un théo¬ 
rème connu de Fermât, 

(5) (mod/i), 

par conséquent 

— = (niod/z). 

m ' 


Donc alors sera une des valeurs de x propres à vérifier l’équiva¬ 
lence ( 4 ), de sorte qu’on résoudra cette équivalence en posant 

(6) (mod/0* 

Telle est la conclusion très simple à laquelle M. Libri et M. Binet sont 
parvenus pour le cas où le module n est un nombre premier. Pour 
étendre cette même solution à tous les cas possibles, il suffirait de 
substituer au théorème de Fermât le théorème d’Euler suivant lequel, 
n étant un module quelconque et m un entier premier à n, on aura 
généralement 

(7) ni^~i (mod/î) 

si I exposant N renferme autant d’unités qu’il y a de nombres entiers 
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inférieurs k n et premiers k /z ( ‘ ). En effet, l’équation (7) étant admise, 
on en conclura 


— = (mod/z) 


et, par conséquent, 


sera 1 une des valeurs de ^propres kvérifier l’équivalence (4), de sorte 
qu’on résoudra cette équivalence en prenant 

(^) (mocl/z). 

L’équivalence ( 4 ), étant résolue comme on vient de le dire, entraî¬ 
nera la résolution de l’équivalence ( 3 ) qui coïncide avec l’équation ( 2 , 
et, par suite, la résolution de l’équation (1), dans le cas où le plus 
grand commun diviseur de a et de h divisera k. On résoudra, en parti¬ 
culier, l’équivalence ( 3 ) en prenant 

( 9 ) (mod/z). 


(^) M, Poinsot nous a dit avoir remis autrefois à M. Legendre une Note manuscrite dans 
laquelle il avait ainsi étendu à des modules quelconques la solution présentée par M. Binet, 
et relative au cas où N est un nombre premier. Dans cette même Note, M. Poinsot donnait 
du théorème d’Euler la démonstration suivante, analogue à celle qui, dans le Mémoire de 
Binet, se trouve appliquée au théorème de Fermât. 

Soient 

I, < 7 , r, ... 

la suite des entiers inférieurs à /z, mais premiers à /z; N le nombre de ces entiers, et m l'im 
quelconque d’entre eux. La suite 

m, am^ hm^ cm, 

se composera encore de termes, premiers à/z, mais qui, divisés par /z, donneront des restes 
différents. Donc chaque terme de la seconde suite sera équivalent, suivant le module /z, à 
un seul terme de la première, et l’on aura 

i.a.h.c .,. ^ m.am.hm.cm ... ^i.a.h.c .. (mod/z) 

ou, ce qui revient au même, 


i.a.b.c.. —i) = o (mod/z), 

—1 = 0 


puis on en conclura 


ou 


(mod/z). 
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En résumé, l’on pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — a, b, k désignant trois quantités entières, on pourra 
résoudre en nombres entiers l équation indetermince 

I f I ctx -f- b y — b J 

si le plus grand commun dmseur de a et de b dieise k. Supposons d ail- 
leurs qu’en divisant a, b, c par ce plus grand commun diviseur, et chan¬ 
geant s’il est nécessaire les signes de tous les termes de l’équalion ainsi 
obtenue, 07 i la réduise à la suivante 

( 2 ) mx ± n y z=z± 

ou, ce qui revient au meme, à Véquivalence 


x^±— (mod/^), 

m 


/, m, n désignant trois nombres entiers, et m, n étant premiers entre eux. 
Pour vérifier V équivalence ( 3 ), il suffira déposer 

x=±r)é^~^l (mod/Oj 

N désignant le nombre des entiers inférieurs à n, mais premiers ci n. 
Corollaire L — L’équation indéterminée 

a X -y- by — k 

est toujours résoluble en nombres entiers, non seulement lorsque les 
coefficients a, b des deux inconnues sont premiers entre eux, mais 
aussi lorsque la valeur numérique du terme tout connu k est égale au 
plus grand commun diviseur de a, b, ou divisible par ce plus grand 
commun diviseur. Par suite, le plus grand commun diviseur de deux 
quantités entières a, b peut toujours être présenté sous la forme 

ax - 4 - by, 

■i-, y désignant encore des quantités entières. 
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CoroUaire II. — l,m, n désignant trois nombres entiers, et m, n étant 
premiers entre eux, on peut toujours satisfaire par des valeurs entières 
de X, y à l’équation 

m X — ny — ±l. 

D’ailleurs les diverses valeurs de .r propres à vérifier cette équation 
ou, ce qui revient au même, l’équivalence 

I 

x~± — (mocl n) 

m 

sont toujours équivalentes entre elles suivant ce module 72; en sorte 
que, l’une d’elles étant désignée par ç, on aura généralement 

■ —i-. ^ ■ \ /t ^ y 

désignant une quantité entière positive ou négative. 

On déduit aisément du théorème I celui que nous allons énoncer : 

Tiiéorèjme II. — Soient 

n=znyi^ 

un module dècomposable en deux facteurs n^^ premiers entre eux; 
r Uun quelconque des entiers inférieurs à /^, jnciis premiers àn, et 

les restes qiioa obtient quand on dwise r par le premier ou le second des 
deux facteurs 

Non seulement à chaque vedeur de r correspondra un seul système de 
valeurs de r, mais réciproquement, à chaque système de tmleurs de 
correspondra une seule valeur de r. 

Démonstration. — D’abord p, étant le reste de la division de r par n, 
sera complètement déterminé quand on connaîtra r, et l’on pourra en 
dire autant de r,,. De plus, à deux valeurs données de 
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une vaieurth- /'(jiii devra être de chacune des formes 

/• -r-// .r, r -r-n \\ 

I, V dfsi-iiiiiit lieux (|uanlités entières. Or les deux équations 
r î\ n. r, r ^ n v' 

f‘iilrtiîîier()îîî la formule 


oll 


/■ -r- n X — r — n r 


/I X — ti r r — /•. 


eî ie> valeurs de r, propres à vérifier cette formule, seront de la forme 


1 H Z. 


l désignant l’une quelconque de ces mêmes valeurs, et s une quantité 
entière, {lusitive ou négative. Cela posé, si l’on fait, pour abréger. 


/‘,-t- H J 11 =: .‘«t. 


1 ot]i,ialioiî 
tiomiera 

ou, (*e ijui revient au même. 


r zzz r irx 


r = -r nxi 


r = ^ ^ n Z, 


l ir, puisque les diverses valeurs de r que déterminerait cette dernière 
fijiialion, si la quantité entière 3 restait arbitraire, sont équivalentes 
toiîre elles suivant le module n, il est clair qu'une seule sera positive 
et iiiférieiire â /i. Donc, à des valeurs données de r, r, correspondra 
line seule valeur de r, positive et inférieure à n. Si Ton étend le théo- 
rèine II au cas où le module n est décomposable en plus de deux fac¬ 
teurs, ciiï oblieiîdrâ la proposition suivante : 

laÉoEÈiE HL — Soient 

un nmikik démmfMMabk en plusieurs facteurs 

• • • 
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(fui soient tous premiers entre eux: ri'un (juelconfjae des entiers inferimr 
à n, et 

r. /* , /• , ... 

les restes quon obtient quand on divise r par fun des /aeieurs 

.... 

Son seulement à chaque valeur de r correspondra un sm! système dr 
valeurs de r^, r^, T..’ - • réciproquement, à chaque srstéFne de rakur^ 

de r, r r,, ... correspondra une seule valeur de r. 

Démonslmtion. — En raisonnant comme dans ie cas oii les facteur- 
n^, ... se réduisent à deux, on prouvera d’aliord (ju'à cliatjut- valt-ni 

d.e r répond un seul système de valeurs de c, r .Suit d'ail¬ 

leurs 

n’ 

le produit des facteurs de n différents de « , en sorte qu'on ail 

f " 

n'— — =« « ., 

n, 

et nommons d le reste de la division de r par n'. En vertu du théo¬ 
rème I, si les facteurs n„ n^ se réduisent à trois, on verra corres¬ 
pondre une seule valeur de r à cha^jue système de valeurs de r , r , et 
une seule valeur de rà chaque système de valeurs de r, r\ par consé¬ 
quent à chaque système de valeurs de r,. r,. Ainsi l'on passe facile¬ 

ment du cas où le nombre des facteurs de n est 2 au cas où ce nombre 
devient égal à 3 . On passera de la même manière du cas où il exi.stc 
trois facteurs de n premiers entre eux au cas où il en existe quatre, et 
ainsi de suite. Donc le théorème III est généralement exact, quel <|ue 
soit le nombre des facteurs premiers de n. 

Corollaire. — Le module 
étant décomposable en facteurs 
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i|iii siliti'iî eîilfo eux, noîiniious toujours 

; riiîi lies Oüîiers iïilerieurs à n , mais premiers à a ; 

/ riiii qiielryiiipie «les eiiliers inférieurs a n ^ mais premieis à /i^; 

/ riiii i|iiele»siii|ue «les entiers inférieurs a mais premiers à /^ ; 


et süîeîil, eu oîiîre, 

N le îiuinbre des valeurs de r ; 
N le nombre des valeurs «le r 
le nombre des valeurs de ; 


Les systèmes de valeurs que l’on pourra former, en combinant une 
valeur de avec une valeur de avec une valeur de seront 

évidemment en nombre égal au produit 

N ... 

Doue, [uîisqu’à eliaeiin de ces systèmes correspond une seule valeur de 

r, et, réeipr«'M|uemeiiî, on aura 

N=zN N N^.... 

1! sera facile maintenant de résoudre la question que nous allons 

éfiijiicer. 

PiOBLÈME 1. — Déterminer le nombre^ des entiers inférieurs à un module 

fhmné n et premiers à ce module. 

Sâduîiim. — Pour résoudre aisément ce problème, il sera bon de con- 
^itIérer successivement les divers cas qui peuvent se présenter, suivant 
que !c module n est un nombre premier, ou une puissance d’un nombre 
preînier, ou un nombre composé quelconque. 
tJr : C" si le module n est un nombre premier, alors les entiers 

i, i, 3 , - /è — /«, 

iioii supérieurs au module n, étant tous, à l’exception de n, premiers à 

ce module, on aura évidemment 


, 10 ) 


N 





EXTRAIT .V 1-23. 


Alors aussi, la solutien que fournira le théorème I, pour une ei|uittitui 
indéterminée, ne différera pas de la solution donnée par M. Lihri n 
par iM. Binet. 

2" Si le module 

n — 

se réduit à une certaine puissance d’un nombre premier v, alors, parmi 
les entiers 

I, 2, 3, ..., n — I, n. 

dont le nombre est n, les uns, divisibles par v, seront le produit de v 
par les entiers 

■> » 

I, 2, O, — -, 

V 

dont le nombre est les autres, premiers à v, ou, ce qui revient an 
même, à «, seront évidemment en nombre é"al à la dilférenct- 


On aura donc 




N = « f I — -j = v»-‘(v — i). 


3 ° Si le module n est un nombre entier quelconque, on pourra tou¬ 
jours le décomposer en facteurs dont chacun se réduise à un nomliie 
premier ou à une puissance d’un nombre premier. Nommons 


rt^,. 


ces mêmes facteurs, en sorte qu’on ait 


n zzz 


n. z=z y', . 

V, V , V ,, ... désignant des nombres premiers distincts les uns di‘s 
autres. Représentons d’ailleurs par 

le nombre des entiers inférieurs et premiers à . 
le nombre des entiers inférieurs et premiers à , 

N le nombre des entiers inférieurs et premiers à 


CEiipres de C. — S. I, t. VI. 
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Le corollaire du théorème III donnera 

N = NAN.---, 

puis on en conclura, eu égard à la formule (i i), 



ou, ce qui revient au même, 

(14) N = v>-‘.. (y^— i) {v, — i) (v^,— i)- 

Corollaire. — Lorsque le module n se réduit au nombre 2, ou plus 
généralement à une puissance 2® de ce même nombre, la valeur de N. 
en vertu de la formule (10) ou (i i), se réduit à l’unité ou plus généra¬ 
lement à 2®~‘, en sorte qu’on a 

N — 2*" ^ 1= \ n. 

Revenons maintenant au théorème I. On peut évidemment, dans ce 
théorème et dans les formules (8), (9), remplacer le nombre N des 
entiers inférieurs au module n, mais premiers à n, par l’une quelconque 
des valeurs de «pour lesquelles se vérifie l’équivalence 

(15) «t'= I (mod«). 

Or parmi ces valeurs il en existe une, inférieure à toutes les autres, 
et qui, pour ce motif, doit être employée de préférence. D’ailleurs 
cette valeur particulière de f jouit de propriétés remarquables qui peu¬ 
vent servir à la faire reconnaître et calculer. Entrons à ce sujet dans 
quelques détails. 

Les nombres entiers m, n étant supposés premiers entre eux, l’unité 
sera certainement, dans la progression géométrique 

I, /;?, 7^2, 77i^, 

le premier terme qui se trouve équivalent, selon le module n, à l’un 
des termes suivants. En effet, une équivalence de la forme 

771 ^-^^ (modn), 



EXTRAIT N» 123. 


l-i:i 

dans laquelle 1 et i seraient entiers et positifs, entraînera iieees>airt - 
nient une autre équivalence de la forme 

i = lüiodwu 

dans laquelle le terme m' de la progression se trouverait remplace par 
l’unité. Ajoutons que, si m'représente la moins élevée des puissant e-. 
entières et positives de m, équivalentes 'a l'unité suivant le module n, 
le reste que l’on obtiendra en divisant par n les termes de la pro¬ 
gression 

î, m, m-, />i^, 

formera une suite périodique, dans laquelle les i premiers termes seront 
différents les uns des autres. Représentons par 

I, m\ 

ces premiers termes. Comme, dans la progre.ssion dont il s'agit. deu\ 
termes seront équivalents entre eux suivant le module n quand ils 
répondront à des exposants de la base m équivalents entre eux suivant 
le module i, on aura évidemment 

f ~ ni^ “ =... i, 

^ 771^ ™ 771^'^^ = ^ I 

I l6 ) ' 771' ^ 771^'^- ^ 77l-*~^- ^ . EH //f , * îillHl 7é . 

I-: .:.,. 1 

L’exposant de la puissance à laquelle il faut élever la base m, pour 
obtenir un nombre équivalent suivant le module n a un reste donne, 
est ce qu’on nomme Vindice de ce nombre ou de ce reste. Cela pose, il 
est clair que, dans les formules (i6), les indices corre-spondanls au 
reste i seront représentés par les exposants 

O, i, 2 é, — 

les indices correspondants au reste m' par les exjwsants 

I, i-i-I, 2t-i-l . 
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!.‘s iniîieos eorrespomlants au reste m" par les exposants 

2 , £ -T-9.y 2 /- 4 - 2 , 

.■nfin les indices correspondants au reste par les exposants 

/ — I , 3 / — 1, 3 /f — I , .... 

Dune, puisque les restes 

I, m\ m\ .... /?i 

seront tous inégaux entre eux, les seuls indices positifs de 1 unité 
seront les divers multiples de /, et le plus petit de ces indices ou le 
nombre i montrera combien la suite périodique des restes, indéfini- 
ment prolongée, renferme de restes différents. L’étendue de la période 

formée avec ces restes 

i, m\ ni, ..., mo-ï' 

se trouvera donc indiquée par le plus petit des indices de Tuiiité, au¬ 
quel nous donnerons, pour cette raison, le nom A''indicateur. Cela posé, 
on pourra évidemment énoncer la proposition suivante : 

Tiiéoeème IV. — m, n désignant deux nombres entiers, et m étant pre¬ 
mier à n, les seules puissances entières et positwes de rn qui seront équwa- 
lentes à rimité, suivant le module n, seront celles qui offriront pour expo¬ 
sants rindicateur i correspondant à la base m et ses divers multiples, 

Ofi déduit immédiatement du théorème IV celui que nous allons 

énoncer: 

Théouème V. — Si le module n est décomposable en divers facteurs n^, 
en sorte qiion ail 

n zzz n^n^... 

et SI, la base m étant un nombre premier à n, on nomme 

L, ... 

ks indicateurs comspondants aux modules 





m 
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l'indicateur i, correspondant au Ttwdule n, sera le plus petit lumhr, ,mu i 
qui soit divisible par chacun des indicateurs . 

Démonstration. Ln effet, 1 indicateur t corre>|tHndant au inoduit* /< 
sern la plus petite des valeurs de i pour lestjuelles se veritiera la fonnnli' 

Hi'= I (niod«). 

D’ailleurs, n étant égal au produit des facteurs u^, n.eetî.- lei- 

mule entraînera les suivantes : 

in‘~i (mod/i,), (mod//J. . 

Donc, en vertu du tliéorème précédent, i devra être à la fd)> un de- 

inultiples de n^, un des multiples de .Donc la valeur clien lie.- 

de i sera la plus petite de celles qui seront à la fuis divi>ilde- pure,, 
par /? ,,_ 

L’indicateur i, correspondant à un module donné n, varie générale¬ 
ment avec la basera; mais cette variation s’effectue suivant certaines 
lois, et l’on peut énoncer à ce sujet les propositions suivantes: 

Théorème \T. — Si la base m est décomposable en deux facteurs 

rn , . 

aiurqueh correspondent des indicateurs 

i . i , 

premiers entre eux, dans le cas où le nombre n est pris fMmr module, im 
aura, non seulement 

m m , m , 

mais encore, en désignant par i Vindicateur correspondant à la base m n 
au module n, 

Démonstration. — L’indicateur i relatif à la base rn veritiera la fer- 
mule 

(mod/0, 

de laquelle on tirera 
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••î. |ï.‘i!er;»lf!nent. si l’on <lêsij;ne pary un multiple quelconque de /, 

(mod/i) 

oii, te «|îii revieiil îiu oièïoe, 

(mod/i). 

D'autre part, les indicateurs i],, relatifs aux bases m , m,„ vérifieront 

le< éijiiivaleiices 

ni ) m-i' ^ ^ I (ïBOd n ) ; 

et il suffira que i, divise j pour que la première des formules ( 19 ) en¬ 
traîne l'équivalence 

(mod/i), 

jwr coîiséqueol, eo égard à la formule (i 8 ), Téquivalence 

= i (mod/i), 

ijiii suppose rm'r le théorème IV) j divisible par 4 . Ainsi, de ce que le 

iioiiibre i vérifie Féquivalence 

/?e==:i (mo(i/n, 

i! résulte que loul multiple de /, divisible par f, sera en même temps 
divisible par//, en sorte que 4 divisera nécessairement le produit ù), et 
par suite le nombre 1 , si 1 , 4 sont premiers entre eux. Mais alors 4 
divisible pan , devra Fétre pareillement et, pour la même raison, par 4- 
Donc, si 4 I sont premiers entre eux, tout nombre 4 propre à vérifier 
Féqiiivâlence 

//e = i unod/i)» 

scr .1 divisible par le produit /y„, et l’indicateur correspondant à la 
base m, ou la plus petite des valeurs de i pour lesquelles on aura 

devra se réduire à ce produit. 



Théorème YII. — Soient 


l , / 

/es indicateurs correspondants à deux /rases diverses 

mais a un même modide n. Le plus grand commun diviseur m des indica¬ 
teurs /, i^^ pourra être décomposé, souvent même de plusieurs manières, en 
deux facteurs u, v tellement choisis, que les rapports 

n i.' 

soient des nombres premiers entre eux, et, si F on pose alors 

m =. m'I ng , 

Vindicateur i, relatif à la base m, sera le plus petit nombre entier que puis¬ 
sent diviser simultanément les indicateurs i^, 

Démonstration, — Concevons que le plus grand commun diviseur ^ 
de i,, i,, soit décomposé en facteurs 

X, py y, . •. - 

dont chacun représente un nombre premier, ou une puissante d'uii 
nombre premier. Deux produits 

«, f. 

formés avec ces mêmes facteurs, de manière que l’on ait 

uv ~ r,i, 

fourniront, pour les rapports 

é 

— ) — y 

U V 

des nombres premiers entre eux, si l’on fait concourir chaque taiiciîr, 
par exemple le facteur oc, à la formation du produit u, quand x est pre¬ 
mier à - ; du produit e, quand x est premier à enlin du produit u ou 
du produit r indifféremment, quand a est premier à chacun des deux 
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lis 

iiomhii's 

û 

— ? — • 
a a 

l.fs tieu.v produits «, r étant formés, comme on vient de le dire, pour 
eiéduire le théorème YII du théorème YI, il suffit d’observer que, 

étant les indicateurs relatifs aux bases 

les nombres entiers 

ii, Li 

U O 

seront les indicateurs relatifs aux bases 

ni\ in^'^ 

et (jue, ces indicateurs étant premiers entre eux, la base m déterminée 
par la formule 

devra correspondre à l’indicateur 

. Ô ^ M « 

U O ~ G) 

Or cette dernière valeur i sera précisément le plus petit nombre entier 
que jtuissent diviser simultanément les indicateurs i,, f,,. 

Corollaire I. — Pour montrer une application du théorème YII, con¬ 
sidérons en particulier le cas où l’on aurait 

n — 78, 

w. = 5, 

t'ornme 

5^ et 2 ÿ’ 

seront les puissances les moins élevées des nombres 5 et 29 , qui, divi¬ 
sées par le module 78 , donneront pour reste l’unité, on aura nécessai- 



rement 
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et, par suite, 

n — i. r 

attendu que, des deux rapports 



le second seul sera premier au facteur 2 de <•>. Cela pose, pour olitemi 
une hase m, correspondante à l’indicateur 



il suffira de prendre 
et, puisque 


ni z=z ni[^ ni' 


t UlOtl 7S 


il suffira de prendre 


W — 7 I. 


HtFecti veinent, 71est la première puissance de 71 qui,divisée par 78, 
donne pour reste l’unité. 


Corollaire H. — Étant données deux hases 


ni , ni , 

qui correspondent à deux indicateurs différents 
on peut toujours trouver une troisième base 

m 

qui corresponde à l’indicateur i représenté par le plus petit des iiciîiiliirs 
qui divisent à la fois les deux indicateurs donnés. 

Corollaire IlL ~~ Soient 

nr^ m 

trois bases diflerentes, et 


OEiwresdeC. — S. I, t.YÎ. 
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les iiidicattHii’s qui correspondent à ces trois bases, mais à un seul et 
même îiiodiile n. Si l’on nomme i' le plus petit nombre que diviseront 
simidlanément /„ et / , le plus petit nombre i que pourront diviser 
simultanément et /' sera en même temps le plus petit des nombres 
divisibles par chacun des trois facteurs 

ô. 4 - 

D’ailleurs, à l’aide du théorème VU, on pourra trouver, non seulement 
une hase ni correspondante à l’indicateur i', mais encore une base/n 
correspondante à l’indicateur /. Donc, étant données trois bases diffé¬ 
rentes avec un seul module, on peut toujours trouver une nouvelle 
hase qui corresponde à l’indicateur représenté par le plus petit des 
nombres que divisent les trois indicateurs correspondants aux trois 
bases données. En appliquant un raisonnement semblable au cas où 
l’on donnerait quatre ou cinq bases au lieu de trois, on obtiendra géné¬ 
ralement la proposition suivante : 

TnÉonÈME VIII. — Etant données plusieurs hases différentes 

aeee un seul /nodule n, on peut toujours trouver une nouvelle hase qui coi- 
responde à l'indicateur représenté par le plus petit des nombres que divisent 
à la fois les indicateurs correspondants aux bases données. 

Corollaire. ~ Si le système des bases données 

m., 7)1 ... 

comprend tous les entiers inférieurs au module donné n et premiers à 
ce module, les indicateurs 

4 c- 4 . — 

relatifs à ces mêmes bases, seront tous ceux qui peuvent correspondre 
au module n. Cela posé, on doit conclure du théorème VIII que tous 
les indicateurs correspondants à un module donné divisent un même 
nombre qui coïncide avec l’un de ces indicateurs. Il est d’ailleurs évi- 
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•lent que ce dernier doit être le plus grand de luu,-« le, inde-ah ui-. . .. 
celui qu’on peut appeler Vindimteur marimunt. Xtuurnruis ! n ! lü.li- 
cateur maximum. En vertu de la remarque preeniiMite t-t du îb»»- 
rème IV, l’équivalence 

I ^e) /«'~i iiihMl/j i 

se trouvera vérifiée toutes les lois que le imndiiv m >era piauuin an 
module»; et, dans cette supposition, on résoudra en nombre- emi, !- 
l’équation 

m .V rz U y —~l. 

en prenant 

(an ===i 

II nous reste à déterminer, pour cha<iiie module //, riiidiejileiii 

inum I. Cette détermination de rindicaîeiir maximum >e trouve imi- 
mement liée à la recherche des valeurs eorrespomlaiites de la hase ///, 
valeurs que nous appellerons du module //, en ^géné¬ 

ralisant une définition admise par les géomètres pour le eas oit et* 
module est la première puissance ou même une puissance qiielconcjiie 
d’un nombre premier impair. D’ailleurs la détermination dont il 

se déduit aisément des propositions déjà établies, jointes à qiieiijiit s 
autres théorèmes que nous allons énoncer. 

Théorème IX. Soient n un nombre premier, et X unefoneikm r w/ê /r 
de X, dans laquelle les coefficients numériques des diverses puissances de x 
se réduisent ù des nombres entiers. Si F on nomme rime raeine de / - 

valence ^ 

(22) X^o (inod«), 

et X^ un second polynôme semblable au polynôme X, mais du degre immé¬ 
diatement inférieur, on pourra choisir ce second polynôme de mamere (jut 
Von ait, pour toute valeur entière de x, 

(28) \ = {x — r)\^ (mod/i). 

Démonstration. — En effet, soit R ce que devient X pour .r r. La 
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différence X R sera divisible algébriquement par a- ~ /% et le que- 
ihml sera un'polynôme X, semblable au polynôme X, mais du degré 
iminéiliatement inférieur. Comme on aura d’ailleurs identiquement 


el de plus 


X-l\z=:U-r)X^, 
R~o fmod/i), 


on en conclura, en attribuant à r une valeur entière quelconque, 


Corollaire L 
réduite à 


XE=(.r—/‘jX. (inod/O. 

— En vertu de la formule ( 23 ), l’équivalence (^'2), 

( x — /• ) X/ ” O ( inod n ), 


se décomposera en deux autres, savoir : 

( 2 I ) X — r = O, = O (mod n ). 

11 est d’ailleurs aisé de voir que le coefficient de la plus haute puis¬ 
sance de œ restera le même dans les deux polynômes X, X,. Cela posé, 
concevons que, ce coefficient étant premier au module /?, la racine r se 
réduise a l’un des entiers inférieurs à ce module, et nommons 

r, r\ r\ . .. 

les diverses racines de l’équivalence (22), représentées par divers 
entiers inférieurs k n. Une racine r\ distincte de r, ne pouvant vérifier 
la première des formules (2.4), vérifiera nécessairement la seconde. Si 
d’ailleurs le polynôme X est du premier degré ou de la forme ax -h h, 
a étant premier k n, on aura 

et, la seconde des formules (2.4) ne pouvant être vérifiée, l’équation (21) 
n’admettra point de racine distincte de r et inférieure k7^. Si le poly¬ 
nôme X est du second degré, alors, le polynôme X^ étant du premier 
degré, la seconde des formules (24) admettra une seule racine infé¬ 
rieure k /i, et par suite l’équation (22) admettra au plus deux racines 
distinctes inférieures k n. En continuant ainsi à faire croître le degré 
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(lu polynôme X, on tlécluira évidemment des fdniuile> 2 i la jn-j,,..:. 
lion suivante : 

Théorème X. — Soient n un nombre premier, et X unv funetion tniinr 
de X, dans laquelle les coefficients numériques des dicerses pitissunees de a 
.ve réduisent à des nombres entiers, le coefficient de lu puissance la plus ede- 
vée étant premier au module n. Le degré du pulvnùmt X ne p„una èiu 
surpassé par le nombre des racines distinctes et inférieures à n qui vrtifieiuiu 
V èqukalence 

uiiod/i). 

Corollaire I. — Le modale n étant un noiiiI)re liremier, lU I «d;iiiî 
Tindicateur maximum relatif à ce module, eliacim des noniLn*- 

1 , 2 , 3 , . .., n 

inférieurs et premiers au module /i, représentera une valmir dt‘ /// 
propre à vérifier la formule (20) et sera par conséquent une racine île 
Téquivalence 

—I —O (mocl/e). 

Donc, en vertu du théorème X, Findicateur maximum I m* pourra éliv 
inférieur au nombre des entiers 


î, •>, O, .... /i — I. 

c’est-à-dire au nombre 

N // -- I ; 

et puisque, en vertu du théorème IV, joint au théorème de Feriiiaî, 
I devra diviser ce même nombre, on aura nécessairement 

(25) I rz: \ HT // — I. 

Corollaire IL — La formule ( sS) s’étend au cas mémt* oii 1 un a tira il 

Il zzz 2, 

et par suite 

l = Nn.î. 

Supposons maintenant que le module n cesse d’étre un ooiiibre pre¬ 
mier; alors on établira facilement les propositions suivantes. 
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liiioiiKMF. XI. - •' itunt un module quelconque, i un nombre entier, 

I um- qittirilili entière qui vèrijie l'èquk alence 

I (liiOtlv ), 

- / r le quotient de r — i paru, l'équation 

, r "I 'J Z 

t^niraimm féquivaitnee 

î~ I ^ I -r- V I Uiod V- ). 

Démonstration. — En effet, dans le développement de 

tous les termes, à l’exception des deux premiers, seront divisibles 
|tar vX 

('orollaire /, — Si ;; ou i sont divisibles par v, la formule ! 27) se ré¬ 
duira sinipleinent à la suivante : 

> 8 * ^ I (niodv^ i. 

Mais cette réduction ne pourra plus s’effectuer si et i sont pre¬ 
miers à V. 

Corollaire II. — Si i est premier à v, la valeur de oc fournie par l’é- 
<] nation 

ZZll 'J Z 

ïw pourra vérifier la formule 28 à moins que ne devienne divisible 
jiarv, c’esl-à-dire à moins que Ton n’ait 

^ io) (modv-). 

VomUmœ IIL — Supposons que v devienne un nombre premier, et 
tjiie la i|ttaiîlilé entière .r soit équivalente à Tunité suivant le module v, 
îiiais non suivant le module v-, en sorte que æ vérifie la condition (26), 
sans vérifier la condition (2t)j: on ne pourra satisfaire a l’équiva- 
iefice (28) qu en attribuant à l’exposant i une valeur divisible par v. 
Ifoîic, paririî les puissances de qui deviendront équivalentes à l’unité 
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.suivant le module v^ la moins élevée sera r . En d'autres lerm.-.. 
V sera l’indicateur correspondant au module 

/I ~ V- 

et à la base 

J' =: I V 3, 

tant que - restera premier à v. 

Corollaire I\\ — Si, le module v étant un nombre premier, la ijiiaiiîiît^ 

X—\~r-'jZ 

devient positive et inférieure à v‘\ elle ne pourra être ([u'un liuiiii* ilv 
la progression arithmétique 

( 3o) I, I -A- V, I .> V, _ 1 _ j , 

Or, comme le premier terme de cette progression véritie seul la for¬ 
mule ( 29), il résulte du corollaire précédent que rindicateiir corres¬ 
pondant à l’un quelconque des autres termes et au module v- sera It* 
nombre premier v. 

Corollaire 1. — Si, dans les formules (26s ^28}, (29 , on rem¬ 
place a* par .r et y désignant deux noml)res entiers premiers à ^ 
ces formules deviendront 

^ X ~ (modv 1, 

( 3 1 ) ' ~ ( mod v-1, 

{ X ~y (mody-y 

Donc, lorsque i sera premier à v, non seulement les formules ; 2I]) et 
(28) entraîneront la formule (29), mais de plus les deux première^ 
des formules (3i) entraîneront la troisième, d’où il résulte qu’elles ne 
pourront subsister en même temps, si ur, y sont tous deux positifs el 
inférieurs à v-. 

Corollaire VL — v étant un nombre premier, rune racine primitive 

de V, et æ l’une des quantités entières qui véritient la formule 


(32) 


(mod V ), 
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nommons /rimlicatfur correspondant à la base /-et au module 


< hi aura 
par conséquent 


n — V-. 

= I (mod'j-), 
j"'=i (mody); 


et, fomine la formule (Sa) donnera 


on aura encore 


x'=/' (mody), 
/■'=i (mody). 


Donc, en vertu du théorème IV, i sera, ou le nombre v — i qui repré¬ 
sente l’indicateur correspondant au module v et à la racine primitive r, 
ou un multiple de ce nombre. Mais, d’autre part, l’indicateur i devra 
diviser le nombre N des entiers inférieurs et premiers à v', savoir le 
[uoduit 

N=.v(y-i). 


Or, V étant premier, les seuls multiples de v — i qui diviseront ce pro¬ 
duit seront 

y — I et N. 


Donc, dans l’hypothèse admise, on aura 

i — v — I ou i=:N = y(v — i). 

Observons maintenant que, parmi les valeurs de x propres à vérifier 
la formule ( Sa), celles qui seront positives et inférieures à v- se rédui¬ 
ront aux termes de la progression arithmétique 

(33) r, /--t-v, r + iv, ..., /--{-(y —i)y, 

et qu’en vertu du corollaire précédent, si l’on désigne par x, y deux 
de ces termes, l’équation 

.r'= v' (modv^) 

ne pourra subsister, quand i sera premier à v. Donc la valeur v — i de 
l’indicateur i ne pourra correspondre qu’à un seul des termes de la 
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[»rogrcssion ' i'i , et, pour chacun des autres terntes, on iium iié.;e»ai- 
rement / = N, 

Corollaire Vil. — Le module 

æ — V- 

étant le carré d’un nombre premier v, un seul terme tle la |>ruj;re>- 
sion i;^33) peut représenter une racine de l’équation 

1^4) .r''-‘ = i (modv-i. 

Pour chacun des autres, l’indicateur i acquiert la plus grande valeur N 
([u’il puisse atteindre, puisqu’il doit diviser N. Donc tous les teriiio 
de la progression (33 ', qui ne véritient pas la condition 3 i , sont îles 
racines primitives de v-, et l’indicateur maximum 1 relatif au module 
V- est 

(3àl I=:N=,v(v-l). 

Corollaire VIII. — La formule (35) s’étend au cas même oti l’on 
aurait 

V zn 2, « ” zz: 4 

(‘t, par suite, 

N 2 . 

Ün a donc, en prenant 4 pour module, 

I z= N — 2. 

Alors aussi l’on obtient une seule racine primitive r inférieure à 
savoir 

/• ZIZ 3. 

Théorème XII. — v> i étant un nombre premier tî x une ijmmUir 
entière qui vérifie V équivalence 

(modvK 

si Von représente par n la puissance la plus élevée de v qui divise la diffé¬ 
rence 

i8 


OEuvres de C. — S. 1, î. VI. 
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le produit nv représentera h, puissance la plus élevée de v qui divisera la 
différence 

à moins que l’on n’ait 


— I, 


X ~ Q,. 


Démonstration. — Nommons .s le quotient de j? — i par n. On aura 

vS = I + « 5, 

tétant, par hypothèse, premier à v. Or, dans le développement de 

+ nzf, 

les termes extrêmes seront 


et tous les autres seront évidemment divisibles par le produit nv. 
D'ailleurs, v étant facteur de n, le terme 


iaz'‘=n.n''-'-z'‘ 

sera lui-même divisible par le produit nv. Donc ce produit divisera la 
différence 

x"'— 1. 


Il y a plus, V étant un facteur de n, v- sera un facteur de jî'^' , à moins 
que l’on n’ait 

(36) . «r=V=:;2; 

et par suite, si la condition (36) n’est pas remplie, tous les termes qui 
suivront les deux premiers dans le développement de 

(I-+-«-)■' 

seront divisibles ou par n-v ou au moins par nv®. On aura donc alors 

.r''= I-i-nv:; (inodnv®). 

Donc, s étant premier à v, le produit nv sera la puissance la plus éle¬ 
vée de v qui divise la différence 


x ‘— I. 
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Lorollaire I. — Si, dans le théorème Xll, un reniidutc . 

ment a* par .r\ puis par æ'\ ..on en coiiclur.i que, daii> rinputlic',! 
admise, les puissances les plus élevées de v, propr.-s ii diviv r !. s dü- 
l'érences 

X'— 1, x'-'-I. . 

seront respectivement 

/l'Jy /r>% .... 

On doit toujours excepter le cas où l’on aurait n = , = 2. 

Corollaire II. — En remplaçant dans le corollaire préeeden! t par r , 
on obtiendra une proposition dont voici rénoncé ; Si. v > i étant nu 
nombre premier, on représente par n la plus élevée des jiuissamc' d* . 
qui divisent 

a*' — I. 

alors les puissances les plus élevées de v, qui diviseront les ditlerern i s 

— I, — I, — i. 

seront respectivement 

/iV, .... 

a moins que Ton n’ait /^ = v = 2. 

Corollaire IIL — v étant un nombre premier impair, ri r une raeiin* 
primitive de v% la difîérence 


sera divisible une seule fois parv. Donc, en vertu «Iti corollaire II, 
puissances les plus élevées de v qui diviseront les ililféreiices 


seront respectivement 
Donc 
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(|ui seront équivalents à l’unité, suivant le module v". D’autre part, si 
l’on nomme i l’indicateur correspondant a la base /‘et au module v , on 


t‘t, il plus forte raison. 


I (modv ); 


d’üù il résulte que i devra être un multiple de l’indicateur v — i cor¬ 
respondant à la base r et au module v. Donc i, qui devra en outre divi¬ 
ser le produit 

N = (v — i), 

représentera l’exposant de r dans le premier des termes de la suite , 37 
qui seront équivalents à l’unité suivant le module v“. On aura donc 
nécessairement 

N = (v — I 1. 


Cette dernière valeur de i étant la plus grande que puisse acquérir un 
indicateur relatif au module v“, nous devons conclure, des observations 
précédentes, qu’une racine primitive rde sera en même temps une 
racine primitive de v“, et que, dans le cas où le module 

n = v> 


se réduit à une puissance d’un nombre premier impair, l’indicateur 
maximum 1 est déterminé par la formule 

(38) I=:;Ni=zV“-'(v —l). 


Corollaire IV. — Considérons en particulier le cas où l’on aurait 


II —'J 2, 

et supposons en conséquence la différence 
divisible une seule fois par le module 2 . La différence 

•r*—i = (.r — C (.r -i-i) 

sera composée de deux facteurs x—i, .r-^- r, divisibles l’un par 2 , 
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1 autre par 4- Elle sera donc divisil)le :iu moins par 1<* nombre s. < ’i ^i- 
a-dire par le cube de 2 . Cela posé, nommons n la plus haute pu!s>;iîit, 
de 2 qui divisera a?- — i. En vertu du corollaire II, les {iui>synee> b-- 
plus élevées de 2 qui diviseront les dilTérences 


seront respectivement 


- I , * '-! . 

2/i, 2-/1, 


Donc, si a surpasse 2 , le premier terme de la suite 

X-’, J"-’, 


qui deviendra équivalent à l’unité suivant le module 2 " sera 


la valeur de i étant 


( 39 ) 




D’autre part, l’indicateur correspondant à la base or, et au module t, 
devra être un diviseur de 

N = a"-'. 

Il se trouvera donc compris dans la suite 

2, 2% 2% 


et ne pourra être que la valeur précédente de i. Cette même valeur 
deviendra le plus grande possible lorsque le nombre n se réduira sim¬ 
plement à 8, ce qui arrivera si l’on prend 


puisque l’on a 


x — 'i ou x-= 5, 

3*—1 = 8 et 5* —1 — 3 . 8 . 


Par conséquent. 


(4o) I = iN = 2 “-^ 

sera l’indicateur maximum relatif au module 


« = 2 “> 4- 
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La formule (4o) s’étend au cas même où l’on aurait a = 3 , et donne 
alors, comme on devait s’y attendre, 

A l’aide des diverses propositions que nous venons de rappeler et 
qui pour la plupart étaient déjà connues [voir les Recherches arithmé¬ 
tiques de M. Gauss et le Canon arithmeticus de M. Jacobi), il nous sera 
maintenant facile de résoudre la question suivante : 

Pi!OGLè.me If. — Tmuver l'indicateur maximum I correspondant à un 
module donné n. 

Solution. — Pour résoudre ce problème, il faut considérer successi¬ 
vement les divers cas qui peuvent se présenter, suivant que le module n 
est un nombre premier ou une puissance d’un tel nombre, ou un nombre 
composé. 

Si le module n est un nombre premier v, ou une puissance d’un 
nombre premier impair, ou l’une des deux premières puissances de 2, 
alors, en nommant N le nombre des entiers inférieurs à n, et premiers 
à n, on aura généralement, d’après ce qui a été dit ci-dessus, 

et en particulier, si n se réduit à 2 ou à 4. 

I = N = |«. 

Si le module n est une puissance de 2, supérieure à la seconde, on 
aura simplement 

Enfin, si le module n est un nombre quelconque, on pourra le dé¬ 
composer en facteurs 

dont chacun soit un nombre premier ou une puissance d’un nombre 
premier. Soient alors 
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les indicateurs maxima correspondants aux modiiies 

, .... 

En vertu des théorèmes III et V, une hase donnée r >era une i.ieiii, 
primitive de /i, si cette hase, divisée successivenient par ciiacun dfs 
nombres n^, —, fournit pour restes des raeines juiniitives de ei'> 

mêmes nombres, et I sera le plus petit nombre eiiiier iliviMlde ii ht 
fois par chacun des indicateurs 

La solution du problème précédent fournit, pour la résolution de- 
équivalences du premier degré, une règle très simple, qui se reiiuit ii 
la règle donnée par iM. Libri et par M. Binet, dans le cas particulier oii 
le module est un nombre premier. La nouvelle règle, d'après ce {|Uf 
nous a dit M. Poinsot, coïncide, au moins lorsque le module est |>aii, 
avec celle que lui-même avait indiquée dans la Note manuscrite remise 
à M. Legendre. Appliquée au cas où l’on prend pour module un nombre 
composé, elle n’exige pas, comme les méthodes présentées par M. Lihri 
etM. Binet, la décomposition de ce module en facteurs premiers, et ce 
qu’il y a de remarquable, c’est qu’alors l’application devient d’autant 
plus facile que le module est un nombre plus composé. Montrons la 
vérité de cette assertion par quelques exemples. 

Pour que toute équation indéterminée à deux inconnues puisse être 
résolue immédiatement à la seule inspection des coefficients de ces 
inconnues, dans le cas où l’un des coefficients ne surpasse pas looo, il 
suffît que l’on construise un Tableau qui, pour tout module renlerme 
entre les limites i et looo, fournisse l’indicateur correspondant a ce 
module. Or, à l’aide de ce Tableau, dont la construction est facile 
(e’ofrla solution du problème II), et dont une partie se trouve a la suite 
de ce Mémoire (page i4o)> on reconnaît que 1 indicateur 2 correspond 
aux modules 

3, 4) 6 , 12 , 24 . 

Donc, pour chacun de ces modules, l’inverse d un nombre donné esl 
équivalent à ce nombre même. 
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Ainsi, en partieulier, l’inverse du nombre iç) suivant le module 24 
est équivalent ii 19. En d’autres termes, 19 est une des valeurs entières 
de -r (jui vérifient l’équation indéterminée 

19 JC — 24 / I. 

Eilectivement, le carré de 19 ou 36 i, divisé par 24, donne i pour 
reste. 

De ce que l’indicateur 4 correspond aux modules 

5, 10 , 1 . 5 , 16 , 20 , 3o, 4o, 48> 60 , 80 , 120 , 240 , 


il résulte immédiatement que, pour chacun de ces modules, l’inverse 
d’un nombre donné est équivalent au cube de ce même nombre. Ainsi, 
en particulier, l’inverse du nombre G7 suivant le module 120 est équi¬ 
valent au cube de Gy, par conséquent au produit de Gy par 49. ou 
à 43. En d’autres termes, 43 est une des valeurs de æ qui vérifient l’é¬ 
quation 

6-JT — 120 >• = 1. 


Eirectivement, 


67 X 43 = 2881 = 24 X 120 H- I. 


De ce que l’indicateur G correspond aux modules 

7, 9, i 4 , 18, 21, 28, 36 , 42, 56 , 63 , 72, 84 , 168, 5 o 4 , 

il résulte immédiatement que, pour chacun de ces modules, l’inverse 
d’un nombre donné est équivalent à la cinquième puissance de ce 
nombre. Ainsi, en particulier, l’inverse du nombre ly sera équivalent, 
suivant le module 5 o 4 , à 

17= ==1419857, 

par conséquent à 89. En d’autres termes, 89 est une valeur de æ propre 
à vérifier l’équation indéterminée 


Effectivement, 


i7.r — 5 o47' = •• 

17 X 89 = i5i3 = 3 X 5o4 -t- I. 


Comme, dans la méthode ci-dessus exposée, la valeur de x est tou- 
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Il 


jours exprimée par une puissance eonoue du noiiiliri^ , é* >•* m 
pourra s’exécuter commodément, à l’aide des Taliîi> ih^ 
même quand rindicateur sera composé de plusieurs rliidVe*^» 

Tableau pour la détermination de Vindivalviir maximuin I t'ur e 

à un module donne n. 


/ l . 

i. 

n . 

L 

II . i 

1 . 

n . 

1. 

/<■'. 

l . 



1 

91 

6 

4 ï ! 

4 f> 

Gi 

Iw* 

8 î 

* i 

2 

1 

99 ; 

10 

42 


G'> 

■;h 

H » 

*’* 

’3 

9 

93 

22 

43 

.i 2 

t;-] 

r> 

S \ 

s t 

4 

9 

2 P 

2 

4 1 

î > 

G4 

i'î 

^ i 


5 

4 

25 

20 


i K 


12 

^ ’k 

e. 

6 

9 i 

26 

12 

}G 

22 


le) 



7 

6 

27 

18 

47 

4 G 

«‘>7 


h- 

'.-î'' 

8 

9 

28 

G 

48 

4 

08 

0) 

88 

lu 

9 

G 

‘>9 

28 

49 

42 

Gu 

22 

89 

88 

10 

4 

3 o 

1 4 

5 o 

’ 20 

70 

12 

ijO 

12 

ï I 

10 

3 i 

i 3 o 

5 i 

i iG 

71 

70 

0* 

1 > 

12 

9 

32 

8 

52 

1 ttà 

72 

1 G 

91 ^ 

2 2 

i 3 

12 i 

33 

10 

53 ! 

1 52 

73 

' 72 

93 . 

-> > 

i4 

G 

! 34 

16 

’ ! 

i 18 

74 

: ’iG 

94 

4 G 

15 

4 

35 

12 

55 

20 

75 

f > 

<4 J 

SG 

j6 

4 

i SG 

G 

5 G 

‘ G 

70» 

î8 

9G 

8 

17 

iG 

37 

3 G 

47 

: 

77 

5 e 

97 

*sG 

18 

G 

il 38 

18 

58 

; 28 

78 

12. 

98 

il 

i 

18 

39 

12 

5 c) 

1 58 

79 

78 

9 ',} 

il'» 

j 9.0 

4 

40 

'4 

Go 

1 

80 

4 

ÜH.) 

2tl 


Supposons, pour fixer les idées, que, le nombre donné étant 3;p oi 
demande un autre nombre équivalent à l’inverse du premier, suivan 
le module 192. L’indicateur étant alors égal à 16, le nombre cbereh. 

sera 

29 '"=( 29 ’) ■ 


D’ailleurs les sept premiers chiffres de la valeur approchée de 29", de 
terminés à l’aide des Tables de logarithmes, sont ceux que présente 1 


nombre 


2o 5 ïIî5, 




OpMvres de C. — S. I, t. \ I. 
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iUtftJtiu l’on a 

.■:.log29 = 7,3119900. 


!),• !.• .k-raier chillre de 29’, comme celui de 9'’, sera nécessaire- 

aienl *). < >11 aura donc par suite 

J,,- rr ao5iii 49 = i73s — 19 (modiga). 

29 '' = — 19 * (modiga); 

[iiîis. Cl) se servant de nouveau des Tables de logarithmes, 

—OSâg = — i3g= .33 (mod 192 ). 

Donc. 29' ' et j 3 seront deux valeurs de a? propres à vérifier la formule 


Elîeeli'veoienl, 


29J? —1927 = 1. 


29 .53 = 1 53 " = 8.192 -h I. 


Noos exposerons clans un autre Article la méthode par laquelle on 
peiil trouver taeilernent les valeurs entières, nulles ou positives, de 
pliisiciirs iiieonnues liées entre elles par des équations indéterminées 

fl 11 jiremier degré. 


124 . 

Avalïse MVTiEMATïfiUE. — Rapport sur un Mémoire de M. Broch, relatif 
à une certaine classe d*intégrales, 

C. R., 1. XII, p. 847 (10 mai 1841). 

Les géoriièlres connaissent les beaux travaux d’Abel et de M. Jacobi 
sur la théorie îles transcendantes elliptiques. On sait que d’impor- 
lâiiis M^iïioires, relatifs à cette théorie, ont été composés par Abel, 
dans l ariiiee 1826 et les deux suivantes, que plusieurs de ces Mémoires 
mit eîé* piiîiües dès celte époque, même dès Tannée 1826, dans le Jour- 
fiai neitulijiqm de M. Crelle; que Tun d’eux en particulier a été 
ajiproiiie par i Académie en 1829, sur le Rapport d’une Commission 
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1*7 

dont M. Legendre faisait partie, puis couronné par rinstitut en i8'3o. 
et que la valeur du prix fut remise à la mère d’Abel. b:n effet, cet 
illustre Norwégion, qu’un projet de mariage avait déterminé à entre¬ 
prendre un voyage au plus fort de l’iiiver, était malheureusement 
tombé malade vers le milieu de janvier 1829, et, malgré les soins qui 
lui furent prodigués par la famille de sa fiancée, il était mort d’une 
phthisie, le 6 avril, alité depuis trois mois. 

C’est encore aujourd’hui pour les travaux d’un jeune Xorwégien, 
d’un compatriote d’Abel, que nous avons à réclamer un moment d’at¬ 
tention de la part de l’Académie. Le Mémoire de M. Broch a pour objet 
une certaine classe d’intégrales qui comprennent, comme cas parti¬ 
culier, les transcendantes elliptiques. Ces intégrales sont celles dont 
la dérivée peut être considérée comme le produit d’une certaine puis¬ 
sance entière de la variable x par deux facteurs, dont le premier est 
une fonction rationnelle d’une autre puissance entière xp àex, et le 
second une racine quelconque d’une semblable fonction. Ces mêmes 
intégrales forment une classe particulière de transcendantes, qui se 
réduisent aux fonctions elliptiques, lorsque, le radical étant du second 
degré, le polynôme renfermé sous le radical est du quatrième degré. 

Dans le premier Chapitre de son Mémoire, M. Broch s’occupe de la 
sommation des transcendantes en question, considérées comme fonc¬ 
tions de la variable x, ou plutôt de la sommation des valeurs que 
peut acquérir une semblable fonction pour des valeurs diverses de la 
variable. Il établit plusieurs théorèmes dignes de remarque; et prouve, 
par exemple, que la somme des diverses valeurs de la fonction, cor¬ 
respondantes aux diverses racines d’une certaine équation algébrique, 
peut être exprimée à l’aide d’une fonction algébrique et logarithmique 
des quantités que renferme l’équation dont il s’agit. Il montre ensuite 
le parti qu’on peut tirer de ce théorème et de quelques autres pour la 
réduction de la nouvelle espèce de transcendantes. 

Dans les derniers Chapitres de son Mémoire, M. Broch tait voir 
qu’une transcendante quelconque de la forme indiquée peut toujours 
être exprimée à l’aide d’un certain nombre de fonctions plus simples 
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(le la même forme, et d’une fonction algébrique et logarithmique de la 
variable æ. Les fonctions irréductibles entre elles constituent alors, 
immme dans la théorie des fonctions elliptiques, diverses classes de 
transcendantes. Quand le nombre de ces fonctions irréductibles se 
réduit à zéro, l’intégration s’effectue complètement, à l’aide de fonc¬ 
tions algébriques et logarithmiques. Dans tout autre cas elle est impos¬ 
sible. D’ailleurs, comme on devait s’y attendre, les cas où l’intégration 
•s’effectue restent les mêmes, soit qu’on les déduise des théorèmes 
énoncés dans la première Partie du Mémoire, ou de la méthode de 
réduction indiquée dans la seconde. 

Nous devons observer ici : i° que les théorèmes énoncés par M. Broeb 
s’accordent, dans des cas particuliers, avec ceux que renferment divers 
Mémoires d’Abel; 2 ° que M. Broch avait déjà traité, dans le Journal de 
M. Crelle, le cas où l’exposant p se réduit à l’unité; 3° qu’un Mémoire 
de deux pages, publié dans le premier Volume des Œuvres d’Ahel, con¬ 
tient les bases d’une théorie qui pourrait s’appliquer aux transcen¬ 
dantes considérées par M. Broch;-4‘’ que ces mêmes transcendantes se 
trouvent aussi considérées dans le Mémoire d’Abel qui a remporté le 
prix, mais que M. Broch n’a pu connaître, puisqu’il n’est pas encore 
publié. 

Avant de terminer ce Rapport où nous avons eu souvent à rappeler 
les travaux d’Abel, il nous paraît convenable de détruire une erreur 
assez généralement répandue. Ôn a supposé qu’Abel était mort dans 
la. misère, et cette supposition est devenue l’occasion de violentes 
attaques dirigées contre les savants de la Suède et des autres parties 
de l’Europe. Nous aimons à croire que les auteurs de ces attaques 
regretteront de s’être exprimés avec tant de vivacité, quand ils liront 
la Préface des OEuvres d’Abel, publiées récemment en Norvège, par 
M. Holmboe, le professeur et l’ami de l’illustre géomètre. Ils y verront 
avec intérêt les encouragements flatteurs, les témoignages d’estime et 
d’admiration qu’Abel, durant sa vie, a reçus des savants, particulière¬ 
ment de ceux qui s’occupaient, en même temps que lui, de la théorie 
des transcendantes elliptiques; et ils remarqueront avec consolation. 
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f 4^1 

au bas do la page vu, ces paroles qui sulfiront pour rolaiieir luii. I.mh . 
doutes : 

hn journal français, dont je ne me rappelle pus k nom. rnrsl rr/ni 
l^^ Yeuse, ou l on a rapporte ejii .\hel est mort dans la misere. On voit ^hii 
les détails ci-dessus que ce rapport n’est pas conforme a la rèrité. 

Revenons à M. Broch. Ce que nous avons dit de ses rccliiuTlifs suüii 
pour en montrer toute l’importance. Les résultats aaxqut is il est arriv»-. 
analogues à ceux qu’Ahel a obtenus dans ses plus beaux Meiiuriie-. 
montrent un esprit familiarisé avec les méthodes ana!yti«jues, e! 
habitué à lutter avec succès contre les difficultés que présentent les 
parties les plus élevées du Calcul intégral. En résume, le Mémoire de 
M. Broch prouve que l’auteur n'a pas trop présumé de s, s i‘or< es en se 
proposant de marcher sur les traces d’Abel. Nous [lensons que ce 
.Mémoire est digne de l’approbation de l’Académie et d'étre insère 
dans le Recueil des Samnts étrangers. 


125. 

Analyse m.athématiqce. — Mémoire sur des formules générales qui se dé¬ 
duisent du calcul des résidus et qui paraissent devoir concourir nota¬ 
blement aux progrès de l’Analyse infinitésimale. 

C- R-, t. Xlt, p. 8-1 {17 mai 1841}. 

Les géomètres n’ont pas seulement accueilli avec bienveillance le 
nouveau calcul auquel j’ai donné le nom de calcul des résidus; ils ont 
fait plus encore : ils ont ajouté de nouvelles applications àe ce eaieiii 
à celles que j’avais présentées moi-inème, soit dans les E.rereitts dt 
Mathématiques, soit dans un Mémoire publié en février 1827; et ees 
diverses applications ont constaté de plus en plus l utilité du eaiciil 
dont il s’agit. Parmi les travaux relatifs à cet objet, 011 peut cilei ceux 
de MM. Ostrogradski et Bouniakowski, de l'Académie de Sâiiî,l-Peter.>- 
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bourg, et ceux de M. Tortolini, professeur au Collège Romain, qui, 
dans un Traité sur le calcul des résidus, a exposé, entre autres résul¬ 
tats dignes de remarque, l’application du nouveau calcul à l’intégra¬ 
tion des équations aux différences finies. On peut citer encore un 
Mémoire où M. Richelot a démontré diverses propriétés des transcen¬ 
dantes elliptiques, ou même des transcendantes représentées par cer¬ 
taines intégrales dont les dérivées renferment des radicaux de degré 
quelconque, et où l’auteur, employant avec succès les notations du 
calcul des résidus, a établi des formules propres à fournir la solution 
de quelques problèmes analogues aux questions précédemment trai¬ 
tées par Abel et par M. Jacobi. Toutefois ce que les géomètres appren¬ 
dront sans doute avec quelque intérêt, c’est que les formules si simples, 
si élégantes, données par M. Richelot, sont elles-mêmes comprises, 
comme cas particulier, dans des formules générales qui paraissent 
devoir puissamment contribuer aux progrès de l’Analyse. Entrons à ce 
sujet dans quelques détails. 

J’ai donné, dans les Exercices de Mathématiques, une formule qui 
convertit une fonction rationnelle quelconque d’une variable x, et 
même, sous certaine condition, une fonction transcendante en une 
somme formée par l’addition d’un résidu intégral et d’un résidu par¬ 
tiel relatif à une valeur nulle de la variable auxiliaire. Or le second 
membre de cette formule peut s’intégrer par logarithmes, et cette inté¬ 
gration fournit immédiatement la valeur générale de toute intégrale 
dont la dérivée est une fonction rationnelle ou une fonction transcen¬ 
dante pour laquelle se vérifie la condition indiquée. Elle fournit, par 
suite, l’intégrale de toute fonction différentielle qui peut être rendue 
rationnelle à l’aide d’une substitution quelconque, par exemple, les 
intégrales dont les dérivées renferment un trinôme du second degré 
sous un radical du second degré, ou deux binômes linéaires sous deux 
radicaux du second degré. 

Au reste, la formule générale d’intégration, qui s’obtient comme on 
vient de le dire, n’est elle-même qu’un cas particulier d’autres for¬ 
mules beaucoup plus générales encore, qui servent à déterminer une 
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multitude d intégrales définies ou indéfinies, ou à les Iraii'tui uj. r !. . 
unes dans les autres, ou à établir entre elles certaines reîatit.n.. !... 
beaux théorèmes d Abel, relatifs à la théorie des transcendantes ellip¬ 
tiques et des transcendantes dont les dérivées renferment des racine' 
d équations algébriques, ne sont eux-rnêines que des cas particulier' 
des théorèmes généraux auxquels je suis parvenu. Pour donner une 
idée de ces derniers, considérons une intégrale relative à la variable r. 
Si l’on établit entre cette variable x et une autre variable t une relation 
exprimée par une équation algébrique ou transcendante, on pourra 
transformer l’intégrale relative à x en une intégrale relative à t et con¬ 
sidérer, en conséquence, l’intégrale donnée, non plus comme une fonc¬ 
tion de X, mais comme une fonction de t. Or la fonction de / dont d 
s’agit pourra prendre diverses formes si l'équation algébrique ou traii'- 
cendante, étant résolue par rapport à x, fournit diverses valeurs de t. 
Alors, en adoptant successivement ces diverses valeurs de x, et suppo¬ 
sant l’intégrale relative à t prise, dans tous les cas, entre les mêmes 
limites, on verra cette intégrale acquérir successivement diverses va¬ 
leurs dont la somme s aura pour dérivée un résidu intégral relatif à la 
variable x, considérée comme racine de l’équation algébrique ou trans¬ 
cendante. D’ailleurs, il suffira d’appliquer à ce résidu intégrai l'opéra¬ 
tion qui, dans le calcul des résidus, est analogue à l’intégration par 
parties, pour que la somme s se décompose immédiatement en deux 
termes dont les valeurs pourront se calculer facilement, dans un grand 
nombre de cas, et s’exprimer, soit à l’aide de fonctions algébriques ou 
logarithmiques, soit même à l’aide de fonctions transcendantes. De cO' 
deux termes, l’un aura pour dérivée un résidu intégral relatif à toutes 
les valeurs de x qui pourront rendre infinie la fonction placée après le 
signe Par conséquent, ce résidu intégral se réduira souvent à ïcm 
. ou à une constante, ou du moins à un résidu partiel relatif à une valem 
nulle de la variable auxiliaire. Quant à la dérivée de l’autre terme, elle 
sera représentée par un résidu intégral relatif, non plus aux 
de l’équation algébrique ou transcendante, mais aux valeurs de r qui 
rendront infinie la dérivée du premier membre de cette équation, ou 
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la fonction placée sous le signe f, clans l’intégrale donnée relative à la 
variable æ. 

Lorsque l’équation donnée entre x ett â pour premier membre une 
fonction rationnelle et entière de ces variables, lorsque, d’ailleurs, la 
fonction placée sous le signe / dans l’intégrale relative à x est al¬ 
gébrique, la décomposition de la somme s en deux parties et la dé¬ 
termination de chacune d’elles peuvent se déduire des propriétés 
des fractions rationnelles, jointes aux foiunules qui servent à calculer 
les fonctions symétriques des racines d’une équation. Alors la méthode 
ci-dessus indiquée se réduit, comme on devait s’y attendre, à celle 
qu’Abel a employée, par conséquent à celle qu’ont suivie, à l’exemple 
d’Abel, M. Broeb, M. Ricbelot et d’autres auteurs, soit dans le Journal 
(leM. Crelle, soit dans un Mémoire récemment approuvé par l’Académie. 
Mais les formules générales auxquelles je parviens ne supposent point 
que les fonctions dont il s’agit ici restent rationnelles ou algébriques. 
Elles sont applicables, sous les conditions indiquées par le calcul des 
résidus, au cas où ces fonctions deviennent transcendantes; et elles 
fournissent alors la valeur de la somme s, ou développée en série, ou 
même très souvent exprimée sous forme finie. 

Au reste, il était naturel de rechercher si des formules analogues à 
celles que présente la théorie des fonctions elliptiques ne s’applique¬ 
raient pas à d’autres espèces de fonctions. C’est après la lecture du 
Mémoire de M. Broeb que la pensée d’appliquer à cette recherebe le 
calcul des résidus m’est venue à l’esprit, comme je l’ai dit à cet auteur 
au nioinent où il me disait lui-même qu’il se proposait de montrer com¬ 
ment on pouvait appliquer les méthodes employées par lui, et surtout, 
je crois, la méthode exposée dans la seconde Partie de son Mémoire, 
à la réduction des intégrales qui renferment des exponentielles et 
spécialement à la réduction des intégrales culériennes. Dans de sem¬ 
blables recherches, le calcul des résidus est très utile. En effet, les 
principes de ce calcul, tels que je les ai posés dans les Exercices de 
Mathématiques, montrent clairement l’origine et la nature des diverses 
modifications que les formules doivent subir suivant la nature des 
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lonctions sui- lesquelles on opère, el ils fWiil . onniHU. ; 
lions sous lesquelles subsiste eliaque IVuninle. Jaj.uj:. i., ■ 
dans le cas où la somme ci-dessus dé^i^'nt•e par s, .1 . 
grales relatives a t, se réduit à la somme de qiielqiit ,1- - <. i* 

grales, le calcul des résidus fournit le nioven, >ino!i ii <i. î< j •, 

au moins de la transformer. J’ajouterai entirujue des , ; . 

du même calcul, s’appliquent à la détermination d’iiit.^i.,!, - ! ar i. . 
dérivées renfermeraient une ou plusieurs fonctions implt, iî. - d - i 
variable principale. 

Je me bornerai aujourd hui a joindre a celte evjN»ilioii ijudijiic - 
unes des formules générales que j’ai annoncées. l)ati> d'auirc- .u to 1. •. 
je développerai ces mêmes formules et je pre-enleias mi.- | .! 

leurs nombreuses applications. 


A.salïse. 


Soit f(a7) une fonction de la variable .r. Si le résidu partiel de 



relatif à une valeur nulle de z, se réduit à une constante determinct. 


on aura 


f(j-) = 


r ù f* 

JC — Z 



f( ^ ) 

1) (I ~~ JX)' 


et, par suite, en nommant ^ une valeur parlieiilière ée r, 

.c-= J'ir* . ^ 

(0 ^ »î- * t “T; ■ 

L’équation (i) fournit immédiatement les intégrales des fonction- 
rationnelles, et même des fonctions transcendantes pour Icsqucllo-* 
vérifie la condition indiquée. Elle fournit, par suite, les inlc;:raic' 
des fonctions différentielles qui peuvent être rendues ralionncllcs a 
l’aide d’une substitution quelconque. 
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COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


IS'i. 

Concevons maintenant que l’on transforme l’intégrale 



dx 


en substituant à la variable x une autre variable t, liée à x par une 
équation algébrique ou transcendante 

(a) F(.r, <) = o; 

et nommons t, \ deux valeurs particulières correspondantes de i et 
(le .r. Si l’on pose, pour abréger, 


D.rF(.r, — L), D/ F(jr, t) l), 


on trouvera 


et, par suite, 

(3) 


dx — — 


O 

<[>(,r, t) 





dt, 


pourvu que, dans le second membre de la formule (3), on considère .r 
comme une fonction de t déterminée par l’équation ( 2 ), et que cliacuiu' 
des deux variabliîs x, t demeure fonction continue de l’autre, entre les 
limites de l’intégration. D’ailleurs cette dernière condition sera rem¬ 
plie, si la variable x est toujours croissante ou toujours décroissante, 
tandis que la variable t croit sans cesse à partir de t.~~. 

De même, en désignant par î{x, i) une fonction des deux varial)les .r, 
f, on établira la formule 




^ f(.'r, t) dx — — J f(.r, t) ■ dc. 


<L>{x,C) 


t devant être considéré comme fonction de x dans le premier membre, 
et X comme fonction de t dans le second. 

Concevons maintenant que l’équation (i), résolue par rapport à .r, 
fournisse diverses racines 
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représentées par diverses lonclions de /, <nii .-e le.hii^. Ht .nix .]i 
tités 


dans le cas particulier, où l’on suppose / - t. Aux diveixo valeiK- 
de J? considéré comme fonction de t, et de ç considéré cniiiîne lon.ii.tM 
(le ", correspondront diverses valeurs de rinte^'ndi' 

j U.r.tidt, 

et, en nommant s la somme de ces valeurs, c’est-à-dire en ptoanl. pHiH 
abréger, 

X .r, 

Ux,t)dt~ j U r, l) lit — . . ., 
on tirera de l’équation (4) 


r' t) f(.r|, t) , _ / ■' »r(.r,, t] 1 1 ^ 


/• ( Ci. ( 

'"■"“■X «tACnO I»-- 

ou, ce qui revient au même 




1 1 fi/ 




^ t '5^1 


di. 




le signe ^£, du calcul des résidus étant relatit a la variable i. 
D’autre part, on aura généralement 

fcc, nVX _ P ((»l'(.c . nf' 


(' t) f(-c,f) ^ P j / 

^ f) )) E(.c, 


{(E(x, O )) 
ün trouvera donc encore 


f) 


F cc, 1 1 


' „//»ri.c,/HVc./- 


(<>) 


■^=/ l TT^TI) X "-aV 


11 -It. 


Si, dans la somme s, on fait entrer seulement le> inî»ÿiali> • orn 
pondantes à celles des racines 


.fi, . 
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(jui vérifient certaines conditions, par exemple à celles dans lesquelles 
les parties réelles et les coefficients de i offrent des valeurs com¬ 
prises entre certaines limites, on devra, dans le second membre de la 
formule (6), étendre la sommation, que suppose en général l’opération 
indiquée par le signe aux seules valeurs de x qui vérifieront ces 
mômes conditions. D’ailleurs, les limites 

T, t 

de l’intégration relative à la variable t devront toujours être telles que, 
entre ces limites, chacune des valeurs de x reste fonction continue 
(le t, t lui-même étant fonction continue de x; et il en sera toujours 
ainsi dès que les deux limites z, t de l’intégration relative à t sc trou¬ 
veront suffisamment rapprochées l’une de l’autre, la première ôtant 
choisie arbitrairement. 

On peut, à l’aide de divers théorèmes établis dans les Exercices de 
Mathématiques, faire subir diverses transformations au second membre 
de la formule (G). Ainsi, eu particulier, le résidu intégral que ren¬ 
ferme le dernier terme de ce second membre peut toujours être trans¬ 
formé en intégrales définies. 

Ainsi encore, lorsque le résidu partiel de la fonction 



relatif à une valeur nulle de -, se réduit à une constante déterminée, 
on a 


P 


t) {(j;, t)\ 


F(a.', t) 

et, par suite, la formule (G) donne 

t. 


)) = 


¥ f 




( 7 ) 




O 


dt — 


P . 

O 




((-=)) F 


dt. 
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le signe ^ étant relatif, dans chaijiif iciinf, .1 I,! 


Si la fonction 


'I 

F,;,/ 


ne devient jamais infinie (inaver ‘ - !.. iniims!. - 

plement 


(8) 



P 0 (< ff-. t) I l 



•fi 



511 f N' ‘ 1 



Si f(a-,/) se réduit à une fonction f t di' i.i -.-li!.' 
formules (.Ü) et (8) entraîneront la suivani.* : 



Il suffirait, d’ailleurs, de prendre 

F {.t\ l 1 .r — I 

pour réduire la formule (9) à ré<juariOu ï . 

Si Ton pose 

f(.r, t ) ~ |‘i ./■ )f\ O, 

les lettres caractéristiques f et y* iodiquanl des forirlioiiH 
diverses, l’équation (8) donnera 

l*(' * 

( 10 ) .■= r,((|'(^) ))J_ 7 ;^ 

On peut faire des formules ( 0 ;. (7 . 85 9 , n» , cmiÉjio icmc- h 
montrerons dans de prochains articles, de noinhreu>c. et uo(>.oî..i,î. , 
applications. Un cas digne de remarque est celui oii i '*» a 

.^1 = 



,r. 
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Observons aussi que, dans le cas où l’équation 

({x, t )=:0 

admet une infinité de racines, la formule (8) ou (ro) sert à développer 
la somme s en série. Pareillement, lorsque l’équation 

f(a?) = O 


admet une infinité de racines, la formule (i) ou (9) sert à développer 
en série l’intégrale 

f î(a;)dx 
-'l 

ou la somme s. Ainsi, par exemple, si l’on pose 

l‘(a?) = cotÆ’, 

alors, en vertu d’un théorème établi dans les Exercices de Mathéma- 
liques (vol. I, p. 112) ('), on verra, dans la formule (i), disparaître le 
dernier terme du second membre; on trouvera donc 


i: 


* , nr, -- ,r 

col J? da: -r ) 


la. sommation que le signe 2 indique s’étendant a toutes les valeurs 
entières positives, nulles ou négatives de n; et, comme on aura d’ail¬ 
leurs 

r"" . J 1 sin^r 

I cota* dx = l —rr 7 
sinÇ 


on se verra immédiatement ramené à la formule connue 

1 — siiia’ __x x-— 7 :^ x-~ x-— 971- 

sin^“^ /ZTT —4 sin| H tt- 

P 


{ V) CEuvrcii (le Cauchy, S. U, t. VI, p. t43. 
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12fi. 

Analyse mathématique. - Sur/a dèterminatùm n la n dueimn v . 
grales dont les dérwées renferment une nu plusieurs /hnctiom impimi ., 
d'une même variable. 

C. R., t. XII, p. rotitj i 7 juin 

Les foraïules générales que j’ai données, dans le Compte nmln de l.i 
séance du 17 mai, pour la détermination et la transférmati-.ji .ie~ im.- 
grales définies ou indéfinies, peuvent être faeilement et.-ndu.-, euhuiir 
je l’ai dit, au cas où les dérivées des intégrales renrernieüî une 01 plu¬ 
sieurs fonctions implicites de la varialde x à laquelle l'inle^ratinn 
rapporte. L’extension dont il s’agit est l'objet du nouveau Mémoire que 
j’ai l’honneur de présenter aujourd’hui à l’Académie. 

Je considère d’abord le cas général où la variable .r est iiee à d’aiitiv' 
variables 

par des équations algébriques ou transcendantes, en vertu ilestjiiell»> 
les variables V, t deviennent des bjnetions inipliidtfs r. Si 

ces mêmes équations permettent d'exprimer en foiielioiis eoriîiiiiii - 
des seules variables œ, t chacune des variables v, -, ..., les jiriiieipe- 
établis dans le précédent Mémoire fourniront le moven de délertiiiiiei 
ou de transformer une intégrale dont la dérivée serait iorieliofi roii- 
tinue de toutes les variables, ou du moins la somme s des vaieiirs ilt 
cette intégrale qui correspondront aux diverses valeurs île ta varîabîi* i 
considérée comme fonction de/. On doit surtout remarquer le cas <111 
line seule des équations données renferme la variable /, H 0» It 
autres équations renferment seulement les variables i, -, ... eeiisi- 
dérées comme fonctions implicites de a\ Dans ce cas, et sciîis les enri- 
ditions indiquées par le calcul des résidus, la sornine $ s nlilierit en 
termes finis, et se trouve exprimée par des fonctions aigebrii|ijrs et 
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.r-' < ■ - r^:! ÎMiiriiil#-*. ^f'i.iilrr, *1 

\î , •. '! i’i\ Il «’ll'! ànî*'% rîli j»îl*|Ur^ » I - 4 U\ ilrilll 

* f nsiii4*-îil îrmi*^ ri|iijliMii |ï.ii 

■ 1 . ' , i.i a l,ii|lit*lli" ,A!n‘! #=>t |Mri»*îlll I*/ Mrîll»»irr i/i.iïi" 

■p::!r r iJ* ^llir^., i*u!ir îirr^r tV^rfiiii!»*'-4*^ ri'lir ijiit* j'^h 

fiîi»‘« il ^filtîl i!r- lv< #'»|y.iliori^ i|«iîiïît*i‘s a ^ir^ tN|iialiuîis a!^‘t‘- 

l#ît*|ip l't li“:^ |Mri»iioiî> iîiij»linl*“^ a une jiar #‘\î‘fijj'i!i\ 

J 1l!| îM’Iii’.ii fin ^Ir^rr iMi iriîlj df’^îr plit^ rh^vr. ii 

.ii'lî- d It'r ijtit' j** d<*ît*rîiiiiit" ht ^Miiiîiit* .i, Ittrs üitniie ijiir It-^ 
• Iiriiiiriil *n lorsijiit* la iJrrîvt*!* liv 

l'iiiîi';^'r'a!<‘ *|iîr Idfii r•^■lri^ls^î‘rt" rtMifrniit" pîii>îeiirs tdiïaîi«»î'i> illi|llll•ift*^ 
Af* 1.1 \arnilili' I * |wr l■\t‘îiîpb^ jilti^iinirs railiiniiîx lîi* iiièiiii* ilegréoii ili* 

>n|ijnfM)rî> la \ariaiilr' r i\rv a \anah!t‘'^ 

^c, . . - « 

|».ir Ir^ i:*i,|Utili<iîi*- al^'i*bri«jiit‘> mi lraiiNCriî«laïilt‘s 

.... T:-.-, 

i!*tiil it‘ îmiiilira r^f p^,il aii îioiiibre *!i* etns aolrt*^ varialiles. Uü jioiirra 
■■iHn^iiirrrr Itv^ \arialilr-s r, ..., / (‘Oiiîiïît* des fdîRiioiiS iiiiplielles 
.!t“ ,.î"; t-i, ajiri*> avoir ^iihsliîijë leurs valeurs îim*> «les e(|iuiti«iiis i 

(i;rtli^ iiiit* t«iîit‘îioii 

t': l, » , r. 

:!r* triiiti^s les variiiiiies, on pourra «duTrlier b valeur «le riiU«*p:raIt‘ 

* 1 n •■:■ I î -r. V, n tii\ 

; dt‘->îgii-:iril une valeur j>arîieiiliere «le la variable a*. 

Miiijiüsiaiîs iiiiiiîileiiaîii ijireii vertu des «*t|iuitioos ii] lui puisse 




Kxriiui iii: 


i>ii fiifirtîoîi^ i* i, i. * ^ j 

«'î «jllt^ 1 flllîilliijîluli ïjrnilt^î'r^ #'lilf»^ It-^. rijil-jIlMii^ 

jirinliiisr !’ri|yalioii rr^iill.iritt^ 

Si, if^yrs ririle^^r,ilf - 2 ', imi Mib>liliif^ a la larialile |>riiiii|Mlr' 1 I 
viirialilt» I, liee â ,r par rrijiialioîi et si ïim f^iiL {loiir aliff^rr 

#■! r. i l — fl; F' r, / , »§■- ,r , I fl, F r, I 

tni lroii%'*»ra 

' 1 ■ 

T ilésigiiaiil mw valeur parlînilièn* de l, ii iaifueile est i:rtiTr> 

pimiire la valeur parlieiifière ; de la variable jr. P aiiietirs, les limites : 




liriiîe lie x, et x de I, entre les limites île llntégratiurî» 

lameevciiis iiiainlenaril que reijualiiMi ■ 'S , res4>iiie par rappiirt h .1 
iûiirîiisse plusieurs rariiu*^, i:'e>tsj-dire plu>ieyfN valeur-» 




CÆiU’resde l\ SJ,I. VU 






liti 

l♦li, »'»* ijili rf'lirllî rili lii 


r U * .■ 


' fi 


F^, r, i ^ 

. ii j\ t î fi ./*, 

frF^ï] . 




liirîiiiilr» t>'; i'iiiiîjireîüL eas jKirtieiilier, iiDe foriiiiiir ;iiia- 

ijîit‘1**41 ilariH Compte nmdu la sêaiift* «iîi 17 mai, «i 

s‘rijf|iliijt!t* a la lielt^rîiJîiiaîiofi ou à ht Iraosforiïialioii iriiiir 

!îiiiîiitii»l** rîi-‘tii'iios ou imli*tiîîiî‘>. Hulri* lt*s afipFiealiofis «[iir 

rVui loi jHMil hiri\ oïî iloîl rtuuari|uer celloN qui >e rajqHirtoiit au ras oiu 
jiariîii 1rs rqiiali*H'iS 1 , iim* souk*, savoir, 

T ■::= i>, 

r«‘fîtrrnit‘ la larialilt*/, lo- aijlro> 

^ - / ::: 


^rrvaîil a lit^tauiiilîirr v, r, eu toiirtioîi de .r. Si, ilaîis n* iiiôoit* ras, 

tiîi s}îp.|NKt‘ 1,1 foiiiijoii 

ï: JW. i ,■ 

i!i4,io|ir!îtlaîitr de /, los oqiiîilioîis i 2) H ; (> : st* rôdliirout a 


i 


I r, . . .) dr. 


'' I* i* ¥i /% t ) f(.r, V, J, ... ) )) 


F 1 1 


J ‘ ^ r r, i » C r. \\ Z. , , 

J. i"- fTtji- U'I‘- 


ot, SI irailiriirs ii* ra|'ijiorl 


i) 

¥ i t ] 


ne i!ovif:*iil iiitifï! ijiit* pour dos valeurs nulles de F .r, /ou aura 




J I f\ J\ V. 
FI i\ i i 


O t ) , 

I -^ K, c. . . . M* 









EXTMAiT m. 


i*ii siirie ijiîf* iii foriijiili* iS. 


|t»:| 


r. 




■ - M 


fVTTï: 



^ ( 


, i ' î" 

"^f; 




r, I I 


i ‘‘if 


AjiIIItons ijiii^ le taeleiir 


ï- y, -, , 


jioiirra èire euîisiilêré coîiHue une fonclimi de la stoilî* Viiîiatiii* 
dniîl les variâbies 

... 


seront elles-iîiewies, par iiypoîiiese, des fooelions eorilîiiiies, dii llioÏ!■|^ 
entre les limites des intégrations; et que, si Fou pose en eoiiM'ijiieiiee 

t‘i i\ ^ m ■- .J- 

00 aura, sous les conditions indiquées par le i-alcul dts resîdu>. 


l(i 


l ) wt ./•) 

, ï't-r, t) 


))^ 


r 

4 ^ 




Cela posé, la ftiriiiule ( 9 ; donnera sinipleînent 

I 

11 /1 


La formule ■; 10 ; comprend, eoiiiioe cas particuliers, les lieaux tlieo- 
réiiies cFEiiler el dWliel sur les intégrales dont les d.erivées nmfenmmt 
des radicaux du second degré ou, plus généralemeiil, des raciîit^s 
d'équations algébriques. Nous pourrions appliquer iiïiiiiédialeîneiil la 
formule (îo^ a divers exemples. Mais les applications devieiiilniîïl j)iîi> 
faciles qucmd le second membre sera présente sous une aiilre forme 
que nous donnerons dans le paragraphe suivaiiL 


1 (1 m{ .r } U I 


[Ft 


r 

O 








iiii 

\ II, — f^oNr i>f r/f.v V‘d*‘nrs d'anf- inl(:.'ffiii 

|ii <:/#■/ i-eHft*fffiepiN.sie^ir’'iJit/ici£?(iiS itHpiu"iît‘:% dr l*i t:^iri*ddr^ r. 

Siiil f j‘ liîit* fiiiielioîi lioiiiiêe lie la variable .i*. Si a eelle varîabie .r 
tiii ^iifisîilî.iî‘ iiiîe aiiire variable i liée à ,r par rétjiiaîion 

^ î 5 F\-r, f i — O, 

alors, en iioimnanl .r, / , les deux dérivées partielles de la 

Ibiieîioii F -r, / ndalives aux deux variables .r, /, et 


deux valeurs parliculières correspondantes de ees nièmes variables, <»ii 

aura 




si, d'ailleurs, on représente par 


.rj, ./■„ ... 

les dîvi^rses racines de réi|uatîoii ;i e'est-a-dire, les diverses valeurs 
de la variable .r, considérée comme fonction de i en vertu de cette 
même équation, et si Ton pose, pour abréger. 


ei) 


I fi ..r) (Lt -r I f(.r ) d,v ■ 



fl .r ') d,j'y 


^1» ^ 2 * * 

Oïl âliîti 

Ü) 


étant les valeurs de r,, .x'.,, ... qui correspondent à / = t. 



)* > 

^ 0 F(.r, t) I ) 


f t ./* ) ilt ; 


puis, en supposant que le rapport 


*1 ~t f, t ) 

K ( .r, /) 


ne devienne intini qu’avec 





EXT II il T X^ |‘>IL 


îirt^rii lie ia loriiiiilp | 


II. 


fl i 




f 




i\ i i ■ 
i ' 


«Mi, i*t‘ cjiii îTvieîil au rll♦u'll^^ 


H> ) 


vr 


f î ,r ) fi,r 


- r 


i I 
c. ■■ 



On iK‘ (ioit pas üuhlM'r ipie. dans la foriiiult* »> . la sommiaion ind)- 
tjuée par le sij'iit* — s'étend aux diverses valeurs de r qui verilieni 

rêquation i . 

PiiUr que la forimile h suh'isif. il n'est pa- iieeessaire .jii> 
dérivée de l'iiitéifrale 

I ïi.r)i/r. 


représentée par f .r), soit une fonction explicite de la variable a ; et 
l’on pourrait, dans la formule dont il s’agit, remplacer f a- par une 
fonction continue 

f{ Z, 

t!e iâ variâlile .r el iFaiiîres variublts^v, . «jiii siu^aiieril el!è>-rrituii#*- 
<lt^N foiirlioris «1 m æ «ieleriuhîMMS par reriaiiies et|yalNUi>. 

Sinijiusons craliorii, pour plus «le simplîMitê, «jiiM, ilàii> la fîir- 
îiiiile 6 , 011 îviiijilaee par f'..r, v', v etaiil mie foiiciioii «Ir .r, 
lier à x par une cerlaine êqiîalioii 

! ~ I \ — O, 

«loîii le premier membre reoferwie a* el Siipposofis, «railleurs, tinn 
récjiialioîi I 7 ■ ou joigne une autre éiiualbii de la forme 

I s I m O 

iloiit le priunier iiieiiibre soit fonelion de et de la iioiiVélii* vari;ii>li^ /. 
Sî riin rioiiime 





iiiii IlEMtlS L'AT, 

li‘^ dv rrijiialinii ” rt^Miliie par rapport a i* (*>1- 

a-iiirt% It^- i|i¥t‘rst‘- ïnm^lum^ ih* -r «jiie rt‘llô njoalioii lioiiiie poiii* 
¥,i!rtii‘> lit* OU piitirra* il»iii^ la toriiiiilo , ré‘iiiplaoer siivvvs>i- 

■iiMiinil Ir iciiioiir 

fi r < 

|i.ir êiiriniiir tViiirlioii^ 

ï i\ r !, f î ), . . ., 

|iiiiirii,i i|iie i’oiî y miiplaet* t‘îi îiioiiir ieiiips 

I* i t i 

par riliii/ «ir^ iuiirlîuiis 

1 r, ^ U • ‘ • 

ihi Iroiivera, par 

I V I f, <■.,>,■(// ■ • i... ) 

'i ' ’ ,r 

I — I ^ ' f ■ / , 1 ‘ î>- I r, V / * . i fii, 

II* siç^m^ ^ü-eîaiil rrlaîif aux sriîles valeurs de .r qui véritierout Féqua- 

liuri 

t ) :=zfK 

l>da jNjst:\ roiiiliiiioiis eulre elles, par voie d'addidou, la Ibniiule ; c) ■ 

eî les Itiriiiiili^s anâlo;.u,îes. Xoiriiiious 

.V 

lii siiîiîiiie totale des valeurs de riîUe|(nile 



rorresporirlaiites, non seiileiiieiit aux diverses valeurs ... de i' 

niîisiîleree eomiue Ibiielioii de -r, mais encore» pour chaque valeur 
de 1% îâîjx diverses valeurs tle .r qui véritient rêquation (8'u en sorte 



E\TÎI\rr N" îifi. 


îln 


ail 


1 ‘ I 




^ir -- 


it‘ ^ sr ra|>{)orlaiil, ilaii> Iv jiraiinar de ht valtair de aii\ 

vaîtnirs lie ..r ijiii veiïtieiil l\*i|iialïaii 

' r', V , / • 

liaris le set'üfiil leniie, aux seules valeur^ f!#‘ .r i|iii veritieiiî reqieiiMi!i 

' ». .r, y ^ t '■ «», .... 

Eîifiii piisoiis, pour al.)re^uu% 

‘ 1 ! ) fl — t*' ^ ^ ^ ï îl ■ i , / » 


On trouvera 


[ 12 ) 


I x zi: ^ {{ ïi.r^r/} )) i 

I 




. . i -ti .i\ V , i 

J {i È(J\ rj Ol -T——-— 

^ ■ I 7 ^ 

f f ((IKilli.r.t) ^f//. 


Pour plus de simplicité, t>n peut écrire 

Mi s-r:£ H r,/ -Il r,r - r lljll 

pourvu cjue. dans reipressioii 


J U llî ,r, / 1 — 11 i J\ 7 > M, 

ou étende l'extraction de résidus indiquée par le sijtne aux >eule> 
valeurs de f qui rendent iniinies les fonctions 

!*(./% .... 

Il est bon d'ohserver que, en vertu île la forinnle i i . 

lt,in . r. / 

sera une fonction symétrique des raeines de i'equation " . (In aura 



f«,H I IIAIPI KS KEMHS I>E L AC VitKVI lE. 

iitmr j*ar suiîo, >uu> li‘> imlii|u«*»*s jiar If t aii-iil des icsidus, 

ICI II j ) 

i', r lciIh.,/-,/ r:M = £— . . • 

ilr, de la furiiiiile l'î , jointe à la formule (i 4 . 011 tirera 

, ‘Mj-'ViMi-l 

• 1 .') ) I n II i'4 I — II t , r ) II—.'----— • 

^ ^ K Il 

Sii|»|iusons mainteiiant (jue. dans la formule (> , on remplace f i- 
[»ar 

>, . étant des fonctions de x, liées à x par certaines équations 

Mti'i ^ = O, Z == O, .... 

Supposons d'ailleurs qu'à l'équation 7 on joigne une autre équation 
de la forme 

!7 I {-r, r, 11 o, 

dont le premier membre soit fonction de -, ... et de la nouvelle 
variable t. Si l’on nomme s la somme des valeurs de l'intégrale 

I ti-r, y, d.r, 

correspondantes, non seulement aux divers systèmes des valeurs de 
y, -, .... considérées comme fonctions de x, mais aussi aux diverses 
valeurs que fournira l’équation (17) pour la variable x considérée 
comme fonction de /; alors, par une marche entièrement semblable 
à celle que nous avons suivie tout à l'heure, on arrivera encore aux 
formules (t 3 ) et (i 5 ), pourvu que l’on pose 

( (8) II(x, r) = .. .)l.V(j:-,y, z, 

la sommation que le signe il indique s’étendant aux divers systèmes 
de valeurs de y, s, ... qui vérifient lés équations {16). 



f:\Tii U r iM 


liL - 

lioiiiiorHiis, iîâiis *riiiilr<**^ *]*'• îisîîîi,brm'» 

îioiis lies forîiîîilts ri-i!e>H|is p|;iidi»>> p| l'ii ikuIu'iiIht df li ÎMriiiiij** 5 " 
ilil IL Aîljoiir.rilllî, jMHU* Iliit^ilX -‘uij^lrjît^r .1’ - i l^-l- 

iiiîi!i\ nous lions lH>rrii*roîi> k on d*‘^^!îiiro llio.n .o'Oî - 

roririiis, ou tjiiolquos rèsiilîals quo Foiî aiMOiitoil wriûrf r.nii.' 

i!es mothoilos irinlô^rutiofi gônoruiomeni riiFqiiors. 

Sinqiosons «Fabonl «|îîe rrijualion . 7 ’ «iu iî se rôilriise à 

in 

X étant une foiielion eritièn^ dv la seiile Vririahlt* r, Sujij^niOîS 
que le premier membre x,%\t «le Fequalirm 

/ 2 ') ( .r, I ) =: O 

soit une fonction entière des variables .r, r, et que l’on ait 

( 3 ) 

désignant une fonction rationnelle de la varialde .r. Les diverses 
nieioes 

de ré(juation i' seront respectivement proportionnelles aux diverse* 
racines /<* ”'" de l’uuité; d'où il suit que leurs puissances positives ou 
négatives, du degré m ou du degré — m, offriront une somme nulle, 
quand /« sera un entier non divisible par n, en sorte qu on aura, par 
exemple. 



D’ailleurs, si l’on pose, pour abréger, 

I r> i w{,i\ 11 ~ I y I , 


OEuvre$ Je i\ —■ S. î, î. VI. 
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lu lorniuK* 11 «lu î! tionniM.i 

H r,l<; 

t‘î, eomtue <le réquation "i , coîiibiniH* avec la formule \ , on tirera 
I , r ■'< e, V, / ; 1 1 , r ^ ! .r, 1 , ; ) 

ra{,r, t)= —iN- -r-— 1 .—^ 

L-t* t ■-/*, 1>, / > ■«'i . f', O, /i 

il est clair que la fonction cs(.r, / ne deviendra point infinie avec les 
facteurs 

I î 

De cette remarque, jointe à l’équation 6), on conclura que, dans la 
formule (i 5 ) du § f, l’expression 

ïli-r, ?))) 

peut être réduite :i 

^ [OT(.r, t) — srCr, r'i] (( |’{J'))). 

Donc, en vertu de cette même formule, la valeur de la somme 



On ne devra pas oublier que, dans le premier membre de la formule (B), 
la sommation indiquée par le signe — s’étend, non seulement à toutes 
les valeurs de v qui vérifient l’équation (i), mais aussi, pour chacune 
de ces valeurs de y, à toutes les valeurs de x qui vérifient l’équa¬ 
tion (2). 


EXTIIAM a- l 2 iL 

Si, «lîiîLs !ii ifjrîiiiili» H , Hîî i‘îi p,ifiîri,ilit*r 


fi dt*sigîi;iîiî iirit:" «/oo^laolt* iirhîîr^iîrt/îiit^ül 1.111 Innwrrà ^ii»- 

{lieirieiil 



Ei'îlîri, si l\m jirerit.1 rt = 2 , on aura, dans les Ibrniiiîes ë' ri q , 

?;3( .r, / } — I ,2-, V , / •. -- I '1 J-, I , / . 

r * ' r 

00, ee qui revienl au îuèrne, 

J 

no) w\ j\ i} zn — 

■ 

La forniiîle (B) coïncide au fond avec celles que renferiîie un Meiiioirt^ 
tle .M, Broülî, inséré ilans le t. 20 du Jfmm-al de 3J. Creüe, savoir, 
lorsque n est un nombre pair, avec la formule (58) tle ee Mémoire, et 
lorsijue n est un nombre impair, avec la formule 1 %' ' ibidem \ Le cas 
particulier où i'ori suppose n =r- 2 est ce! ni t|u’Abe! civail iléjk îraile 
imir le 1 . î des (Æufns d\\M, Meiutiire XV . Ajoiilons que, ikris le 
eas liii Itvs fyiiiiions Jiii|diriles de -r, représèolî^es par ;r, r, se 
réiluiseiil il line seule, et où 

V, I) 

sciiît des forielioos entières des variables x, v, la fonction 

f t' .r, y ) 

eüiiiî elie-iïiéîïie une fonction rationnelle de ces variables, !a valeiir de 
la somme 1 * pourrait être déterminée h Faille iFiine Ibriniile «fui a etc 
donnée par Abel dans le 3Iémoire couronné, et qui *b./iî iiecessairriïienl 
s’accorder avec la formule 5; du § 11. 

Lorsque |’(x) se réiliiil à une fonction eiilièrc de j*, litint le degré. 




iiemh;s de l'a«:ademie. 


I7*i 

«riiiit* ri>ît* iiiffrieiir a ia iiiuilii* «lu dt*; 4 ri‘ lie la Ibiir- 

liiiîi X. la liiriiiiilî* sliiîHie .>iîiiplt‘îni*iiî 



f>île ileriiière ibrriiult* roiiipreiid, coiiiiiie cas particulier, llicf)rî»iiip 
iFEaler relatif à rinlcgration de Féquatiori 



^ mi ,r ) y ) 


dans laqmdle gj r ■ représente une fonction entière de .r tlu quatrième 
ile^u’é. 

Concevons maintenant que r«)n veuille se servir de la formule io) 
«lu § Il pour déterminer la somme s des diverses valeurs d’une inté- 
^n^ale dont la dérivée renferme deux fonctions implicites y, z de la 
varialile principale x; et, pour donner un exemple de cette déterini- 
nalioîi dans un cas très simple, supposons que Ton ait 

( I 2 ) y- = x-v X, Z-=z X — X, 

% désignant une quantité positive. Supposons eneoj*e que la variable 
principale x soit liée à la nouvelle variable t par Féquatioii 

113 ) — Z — /, 

et que Fintégration relative à / s’effectue entre deux limites positives 
dont la plus grande ne dépasse pas s/2oc. Comme on tirera des équa¬ 
tions (12) et (i 3 ) 

i.-ii .■=,=(,-0, 

et, par suite, 

1 1 

(i5) —jj OU vC = ——-J , 

l’intégration relative à x s’effectuera elle-même entre deux, limites ou 
positives ou négatives, mais dont les valeurs numériques ne dépasse- 



EXl ilAIT X- Mli, 


i'iiîil jKi> il* a. Ajuijiuns îjüe | oii deihiira la jirniiifTe i!i* 

iiirîiuilrs 12 i!î*iix vak*ar> >avoir 

2 ■ ■ \ ^ ^ . a' ^■' -■ \ ^ . ^ . 

«*l tli* la sei'oiidt* tlts iV)riiuiii2S î 2 deux valeurs ûr r, >iiveir 




ih\ / reslanl par hypollieM* positiret iîiferieiir à \ 22, il iVtiidivu peîir 
vérifier J équation i 3 , supposer uécessaireiiieiif, mi 

1 

,r V 2 ,1, - ^ .T 7: ^ L | . 

I 

«Ml 



i 


Mais Féquatiou ;'i3) ne pourra plus être véritiée si Ton y siipposi 

r=iv'^-i~,r. 




«Mî bien 
Cela posé, soit 


■ V 3t -t~ .4', - X — 2*, 

fl ^r^r, Z i 


une fonction rationnelle quelconque de a\ y% 3, et faisons, pour 
abréger. 


La somme 


des valeurs de Fintégrale 


-2', 1 #2 , 2 

X — '-r ) , Z — ;( a — ) 


— \ f f(.r, V, J I f/j- 

jLdJt 

•> 

I f{.r,y,z)dx 


qui eorrespondenl, non seulement aux diverses valeurs de y' el tle - 
tirées des formules ;i 2 ), mais aussi, pour chaque système de valeurs 
de V et de aux divers'es valeurs de a: tirées de la formule (iBy se 
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lêiiuira j-iüiplejm-Ml à 

s =s I { .r, \ Z — r, V -- I l' ./■, — y a — .r, — y j: _ d/\ 

iHi. eo (|!ii revient au même, à 

= I -*■. V — f — J", - V == — — V ] 'êr. 

Telle est la somme dont l'équation (i5) du § II déterminera la valeur. 
Kn d'autres termes, on aura 


( 11) ) s : 


[f( J?, y a -i- x; yx — xj — r(— X, — y a — ./•, - y a — .r dx. 


les limites l, x de l’intégration relative à œ étant liées à / et à t par les 
formules 


" 7 ) 


^l \ t 

"“tJ ’ 


1 


si, pour fixer les idées, on prend 

f(a-, V, ;) = 




(( æ ) 


T* "T“ Z 


étant une fonction rationnelle de ^r; alors, en posant, pour 

abréger, 


ii8) 


w{x, t) : 


a-h JC \ oc 

I 




' \ oc — JO 

on tirera de la formule (i5) du § II 

■x) 

\ 

(19) 


V a 4- ^ 

— y^c — 

•r-M 

^ y 3C -r- X 

— — 

X-Jr l ' 

V 'a 4- X 

4 - V ■ ^ 

X-t. 

\/oc 4- X 

4 - 

X 4" t ' 


r(-g) + r(- 

JI a -t- J? 4- V 

I ■ —a* fTo)!!" ^ ^ + £ [roCa-, C) — ro(a-,T)] (t|’(a-))i 


a- X 

fZ 


2 y a -f- ^ 2 y a — r 
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Si 1 on |iost:% en parlieulier, ( =--^ î, on Iroiiveni 

, 1 . „ 

, / fi./‘ . -’î 4 *f —- / O à y — 

( ;JO i / ... r:;^ j j - > ^ ‘ _ | ^ _^ j, 

J’. V 3—\3 — ■ î -ÎV^-/ 2 V^-T,' 

r étant toujours lié à /, et - à t, pur !.-> formules i-; ou, ce qui 
revient au même, par les suivantes : 

Il esr. (railleurs facile de vérifier rexactilude de ia furiiiule 20 , Mîii 
k Faide des méthodes dTotégration généralement suivies, soit iiiéiiie a 
Faille de la seule dilférentiation de ses deux memlires. 


127 , 

Analyse iatiiéaîatïque. — 3Iémoire sur h nalure et les propriétés des nicines 
dkme érpmiion qui renferme un paramètre rariahk. 

C. B., I. XIÎ, p. ff33 (2î juia 1841). 

Les racines d’une équation qui renferme deux variables 1 , et qoe 
Fon résout par rapport à la variable æ ou, ee qui revient au même, les 
racines d’one équation qui renferme, avec Fîiieoonue .r, un pararnéire 
variabie /, jouissent de diverses propriétés qiFil importe de bien eon- 
naître. L’une de ees propriétés est que ees racines sont généraleiiieiil 
des fonctions continues du paramètre variable, en sorte qu’elles 
varient avec ce paramètre par degrés insensibles. Il en résulte que, 
si, en vertu de la variation du paramètre, une racine réelle vient a dis¬ 
paraître, elle sera immédiatement remplacée par des racines iiiîai^^i- 
iiaires. Cette dernière proposition n’est pas à beaucoup prés aussi 
évidente cqu’elle semble Fêtre au premier abord, lî es! cFaiilant plus 
nécessaire de la démontrer qu’elle ne subsiste pas sans eoîiililioîî. En 
effet, puisque la forme de Féqiiation entre x et i est entièrement arbi¬ 
traire, rien n’empéehe de donner pour racine x à celle équation une 
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foneliori fliseûriîîriiie ilu pMitiriirlrt* /, jiîu* la iHiirtion 

i‘l ïi est eiair que, «huis ra di-^riiiar cas, .?'* variera très sensiiiiemerit, en 
jias-aiiî iFiirn'^ valeur iri‘S pefile h une valeur très grande, si le pani- 
!iièîî‘f‘ /, vn deriieuraîii très voisiu de zéro, passe du négaüf au positif. 

Pour tjiie roii soit assuré que !a racine .r, considérée comme fouc- 
îîOîi du paraiiiélre /, reste continue dans le voisinage cFiine valeur 
parlieiiliëre ailrihuée à ce paramétre, il siiftit que le premier membre 
de l’équation donnée reste lui-méme fonction continue des deux 
variables .r, /, dans le voisinage de la valeur particulière de /, et de 
la valeur correspondante de .r. C’est ce que je démontre, en m'ap¬ 
puyant sur un théorème que j’ai donné dans un ^lémoire présenté à 
l’Académie de Turin le 27 novembre i8‘3i. De ce théorème, qui déter¬ 
mine, pour une équation algébrique ou transcendante, le nombre des 
racines réelles ou imaginaires assujetties k des conditions données, je 
déduis immédiatement la eontiiiuité de la fonction de i qui représente 
la racine x de l’équation donnée entre x et t; et j’en conclus, par 
exemple, que si, cette équation étant réelle, plusieurs racines réelles 
égales viennent a disparaître, elles se trouveront généralement rem¬ 
placées par un pareil nombre de racines imaginaires. 

Le § I du présent Mémoire est relatif à des équations entrer et / 
de forme quelconque. Dans le § II je considère des équations d’une 
forme particulière, savoir celles qui fournissent immédiatement la 
valeur de i en fonction de x. Parmi les équations de ce genre, on doit 
surtout remarquer celles qui donnent pour t une fonction réelle et 
rationnelle de x. Une semblable équation, résolue par rapport à 
ne peut avoir constamment toutes ses racines réelles, pour une valeur 
réelle quelconque de /, que sous certaines conditions, dont l’une est 
que les degrés des deux termes de la fraction rationnelle soient égaux, 
ou diffèrent entre eux d’une seule unité. Les autres conditions con¬ 
sistent en ce que les deux termes, égalés à zéro, fournissent deux 
nouvelles équations, dont toutes les racines soient réelles et inégales. 
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fl tjUf la suite de toutes ces racines réunies et rangé«'s d"iij»ie> leur 
ordre de «randeur ofire alternativement une racine de l'une de' deiis. 
nouvelles é(juations, puis une racine de l'antre. Lorsque ces dive^se^ 
conditions sont remplies, un peut être assuré, non seulement que 
l’étjuation proposée, résolue par rapport à .r, a toutes ses raeines 
réelles et inégales pour une valeur quelconque de /. mais encoie que 
eliaeune de ces racines, pour une valeur croissante de t, est toyjmiis 
eroissante ou toujours décroissante tant qu'elle reste finie, (juelques 
propositions établies par M. Richelot [voir le Journal de M. Creile, t. 21. 
p. 3i'5; se trouvent comprises dans celles que je viens d'énoncer. 

Asei-YSK. 

Me proposant de publier dans les Exercices d’Analyse et de P/tysàjut 
mathématique le Mémoire dont l’objet vient d'être indiqué, je me bor¬ 
nerai à énoncer ici les principaux théorèmes qui s’y trouvent ren¬ 
fermés, et qui, pour la plupart, se déduisent les uns des autres, en 
omettant les démonstrations que l’on retrouvera sans beaucoup de 
peine, surtout si l’on a égard à l’ordre dans lequel ces théorèmes sont 
présentés. 

§ 1. — Considérations générales. 

Dans le § I, j’établis successivement les théorèmes suivants : 

Théorème I. — Nommons 

^ J ^ 

deux valeurs finies et correspondantes de t et de x, propres à vérifier 
l'équation 

(î) . F(x, 

et dans le voisinage desquelles la fonction F(x, t) reste continue par rap~ 
fwrt aux variables x, t. Si fon attribue à la variable t une valeur très peu 
différente de 7, par conséquent une valeur de la forme 


oeuvres de C. — s. I, t. YL 
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I désigiumi un aecmissemeni infiniment petit. positif ou négaiij ou même 
imagmam^ réquation 0 > résolue par rapport à offrira une ou plu- 
skiin' meines æ ires fmi dij/érerites de et dont chacune sera de la forme 

xznl -r-y, 

y désignant encore une expression réelle ou imaginaire, infiniment petite, 
qui corwergera en même temps que i vers la limite zéro. De plus, le nombre 
de ces racines sera précisément le nombre de celles qui se réduiront à ; dans 

réquaîiori 

(•V) F(.r, r)r::::0. 

Théorème IL — F(x,/) étant une fonction réelle et déterminée des 
variables x, /, nommons 

V 

c J ^ 

deux valeurs réelles et fnies de x et de t, qui vérifient réquation 

F(x, 0 = 0, 

et dans le voisinage desquelles la fonction F (x, t) reste continue. Si z repré¬ 
sente une valeur maximum ou minimum de t, cest-à-dire si z est toujours 
inférieur ou toujours supérieur aux valeurs réelles que t peut acquérir pour 
des valeurs réelles de x voisines de Véquation 

F(j7, 0 = 0, 

résolue par rapport ci x, offrira des racines imaginaires pour certaines 
valeurs réelles de t voisines de la valeur z. 

Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, 
si réquation 

F(x, 0 = 0, 

après avoir acquis m racines réelles égales entre elles, pour une certaine 
valeur réelle z de la variable t, vient tout à coup à perdre ces racines 
réelles, pour une racine réelle de t, très voisine de z, celles-ci se trouveront 
remplacées parm racines imaginaires. 
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TbéCieème IV. Si ràjuaikm 

F : r, / ) -rz: O, 


Î 7 % 


résoiue par rappori a .t\ a toutes ses racines réelles pour une râleur rrrllt 
(juelconfjue de la variable i, cette dernière irmahhu enim■ Irree comme fonr- 
tioîi de jc^ ne pourra jamais acquérir un maximum ou ii/i miFiimuin t enr- 
respondani ri une valeur ; de x iellemenî choisie que F -r, / reste fonciion 
coniimie dans le voisinage des valeurs i et z des variables æ ei /. 

Théorème V. — Fér, i) désignant une jonction réelle des variables t, 

nommons 


deux valeurs réelles de x et de /, propres à vérijier réf/uadon 

F(jr, i) — O, 

ei dans le voisinage desquelles la fonction F(^, t) reste continue, acte sa 
dérivée t) relative à la variable t. Soit m le nombre de racines égales 
à i dans V équation 

en sorte que le rapport 

Fiæ. z) 

(j:* — 


acquière, pour x = H, une valeur finie différente de zéro; ei suppfmms tpit 
ton puisse en dire autant de la fonction t). Enjîn, nommons une 

racine primitive de V équation 


et posons 




ïî(x,/)= — 


F(vr, 


-4-/)-FC>,r) 

iJlx) 


I désignant une quantité réelle. Véquation 

(3) F(x,T-f-i)=io 

offrira, pour de très petites valeurs numériques de i, m racmes i rts peu 
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différentes de dont chacune vérijiera l'une des rn équations de la forme 


1 J. 

( 4 I ./* — Z, = [i!îi .r, i i]"^, .r — 4 ~ [ / Il( æ, i , 

si le signe de i esi celui de la quantité 



et rime des m équations de la forme 

A A 

(h) X— l — iVL(x, i)'Y‘, r —'=:5’[—<n(,r,0]"', .... 

si le signe de i est contraire à celai de Tl(^, o). 

Comme, parmi les équations (4), (5), on trouvera seulement deux 
équations réelles qui seront, ou deux des équations (4), si le nombre m 
est pair, ou l’une des équations (4) et l’une des équations (5) si m est 
impair, on conclura du théorème V que, dans l’hypothèse admise et 
pour /n > I, quelques-unes des valeurs de x, propres à vérifier les for¬ 
mules (4) et (5), deviennent imaginaires. Ajoutons que chacune de ces 
valeurs de x pourra être immédiatement développée en série par la for¬ 
mule de Lagrange. 

Théorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, 
si la valeur \de x représente, non une racine simple, mais une racine mul¬ 
tiple de réquation 

F(.r,7)=o, 

en sorte que, m racines étant égales à'^, le rapport 

% 

F(a;, t) 

acquière, pour x—^, une valeur finie différente de zéro, V équation 

F(æ?, t) — O, 

résolue par rapport à x, offrira des racines imaginaires pour certaines 
valeurs de t voisines de T. 
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mt 


IL — Sur ies rucines //?* l'équatmn l-zimij:). 

Le § li de mon Mémoire se râ|»porle speeiaiement aux racines dt> 
équations de la forme 

f -ZZm - J" 

J’établis successivement, à l’égard de ces mêmes racines, les tfieoréme' 
suivants : 

Théorème 1. — o(,r ; étant une fonction réelle et déterminée de .i\ si la 
variable t, liée à la variable v par l’équation 

acquiert une i^akiir maximum ou minimum z pour une râleur réélit ri 
finie de x^ représentée par et dans te voisinage de laquelle la Jour- 
lion îz{æ) reste continue, réquation fîj, résolue par rapport à x, offrira 
des racines imaginaires, pour certaines valeurs de t, voisines de la valeur t. 

Théorème IL — ^ T équation 

i — 

résolue par rapport à x, a toutes ses racines reelles, pour une imleur reelle 
quelconque de la variable L celte dernière variable ne pourra Jamais 
acquérir un maximum ou un minimum z correspondant à une imkur 
réelle 5 de x, dans le voisinage de laquelle la fonciion cs^'x) resieraii 
continue. 

Théorème III. •— us^x) étant une fonction réelle et déterminée de x , 
supposons la variable t liée à la variable x par la formule 

t = iïy(x). 

Si r équation 

( 2 ) — ^ 

offre, m racines égales à en sorte qiion ait 

m{x)— 7= {X — :u 
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: (!i\signani unejhnciion fioiiçelk qia acquière, pour æ = une valeur 
fmie dij/erenie de zém, l'eqaaiùm 

miæ) ”7 — 1 , 

(Mi 

id) (.r — 

offrira, pour de ires petites râleurs numériques de /, m racines très peu 
différentes de c. Soit ailleurs 0 une des racines primitives de réquation 

fjim —- J ^ 

Chacune des rn racines de Céquation ( 3 , correspondantes à de très petites 
valeurs numériques de i, vérifiera l*une des m formules 


1 i 



si le signe de i est en même temps celui de la quantité fæ], et Cane des 
m fomiiiles 



si le signe de i est contraire à celui de i{\)- 

Théorème IV. — G:r(a:) étant une fonction réelle et déterminée de la va¬ 
riable et cette variable étant liée à la l'ariable t par Véquation 

nommons ^ une valeur réelle de æ qui représente m racines réelles égales 
de r équation 

Ts{æ)z=iz, 

en sorte que le rapport 

TI5{X) — 7 

acquière, pour x = ^, une valeur finie différente de zéro. Si la fonction 
^{x) reste continue dans le voisinage de la valeur ^ Véquation (i), 


ou 


JJ 5 {X) — t. 


EXTRAIT X^ m. 


18:1 


rémiiif^ par rapporl a offrira dei racines imaginaires pour c^'Tiiiînfs 
talenrs rteües fie t rokine^ de z, 

TfiÉOEÈME V. — Ci'.r) éiani une fonction réelle ei déierminée de :i\ qui 
ne cesse d'tire eoniinue rpien devenant infmn\ si l\rjuation 

t m\ a- ). 

résolue par rapport ii æ, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle 
quelconque de /, non seulement chacune des deux équations 

{6 ) m{ X ) — O, 

(;) —î =r O 

aura pareillement toutes ses racines réelles^ mais, de plus, deux racines 
réelles disiincies de réquation (6) comprendront toujours entre elles une 
seule racine réelle de V équation [q),et, réciproquement, deux racines réelles 
distinctes de Véquation (j) comprendront toujours entre elles une seule 
racine réelle de Véquation (6). 

TfiÉoaÊME VL — mêmes choses étant posées que dam le théorème Y, 
si les racines réunies des équations if) et [f sont rangées par ordre de gran¬ 
deur. de manière- à former une suite croissante, les divers ternies de eeiie 
suite apparîiendwnt aliernaiivemenUi rime et à V autre équation; si d\rd~ 
leurs on nomme 

a, a' 

deux racines consécutives de réqualion ( 7 ), la seconde de ces racines a' 
pouvant être remplacée par Vinfini positif ac, et la première- a jmr Vinfini 
négatif 3C, la variable 

t z=zw{x) 

sera toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que la variable x 
passera de la limite a à la limite a\ 

Pour montrer une application très simple des tliéorèmes qui pré¬ 
cèdent, supposons 

isj(.r) tanga^r. 
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% désignant une constante réelle. Alors Téquation i , réduite à 

t — tanga.r. 

ou. ce qui revient au inênie, à 

sinaj’ 

t '— -î 

cosaj^ 

aura, comme on sait, toutes ses racines a- réelles. Donc, en vertu des 
théorèmes V et TI, les racines des deux équations ( 6 ) et {7 ), ou 

sinaj?*^o et cosaanro, 

étant réunies et rangées par ordre de grandeur, appartiendront alter¬ 
nativement à l’une et à l’autre équation, ce qui est exact. De plus, la 
fonction 

i = tangaj" 

sera toujours croissante, tandis que la variable x croîtra, en passant 
d’un terme quelconque de la série 

^ _ AL AL iE 

2 a’ 2 a’ 2a’ 2a’ ’**’ 

qui offre les diverses racines de l’équation cosaér = o, rangées par 
ordre de grandeur, au terme suivant. 

Dans les théorèmes qui précèdent, la fonction tir(x) était supposée 
réelle. Dans ceux qui suivent, elle est de plus rationnelle, c’est-à-dire 
représentée par une fraction dont les deux termes se réduisent à des 
fonctions entières de la variable x. 

Théorème VII. — ^{x) étant une fonction réelle et rationnelle de œ, si 
réquation 

jxs{æ) — 

résolue par rapport à x, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelk 
quelconque de t, les degrés des deux termes delà fraction rationnelle xjs[x) 
seront égaux ou différeront entre eux d'une seule unité; de plus les racines 
de chacune des équations 

I 

- O . 

) 


rs{x) O, 



m 
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serofii réeiits fi iriefifilfs: en fin ioiiie^ ees racine'^ réunies ei rangées pur 
(mire de grundeun de marden- à JornuT une suiie emissanie, appariieri- 
dmiii aùernaiivemeni à i'une ei à Cautre éijuatwn^ 

Tüèoeême YllI. ■— Gi '.r étant unejoreuian réelle et rationnelle de Si 
les degrés des deu.r termes de cette funclion ou fraction rationnelle soîèi 
égaux ou différent entre eux d'une seule unité: si d^uilleim les memes de 
chacune des éijiiations 

w(x)z=z O, —!— ~ O 

sont toutes réelks et inégales: si enfin ces racines, rangées par ordre de 
grandeur J appartiennent alternathemeni à fune et ù d autre équation: 
alors, résolue par rapport à x, réquation 

W{X):=Z I 

aura toutes ses racines réelles pour une valeur réeUe quelconque de la va¬ 
riable i, 

Tiïéobème IX. — Les mêmes choses étant fHJsées que dam k ihéoréme VIII, 
si Lan représente par 

«‘J ... 

les racines finies de r équation 

m -, æ} ^ ' 

rangées dans leur ordre de grandeur, de manière à former une suite crois¬ 
sante, la valeur de 

sera toujours croissante ou toujours décroissante, tandis- que la variabk x 
croîtra en passant d’un terme de la série 

(8) — cc, ai, a^, x 

au terme suivant. 

Posons, pour fixer les idées, 

p(jr) 
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ISS 

I désignant urie eoiîstaîite réelle, et sCr', désignant deux fiiiir- 

tioîîs entières de a\ dans cliaeone desqiudies la plus haute puissance 
de xait pour coefticient l'uiiilé. l/équation 

t := WJ(,r) 

pourra s’écrire comme il suit 

i _ Ai .r i 

A- 

et pour bien comprendre le théorème IX, il sera nécessaire de distin¬ 
guer trois cas, suivant que la différence entre le degré de 'S a'; et le 
degré de o(cc) sera 

I ou O ou —î. 

Dans le premier cas, — œ, -f- cc seront racines de l’équatioii 


et la valeur du rapport 

t 

~k 

croîtra sans cesse en passant de la limite — oc à la limite ce, tandis que 
la variable x croîtra en passant d’un terme de la série (8) au terme 
suivant. 

Dans le troisième cas, — ce, -f- ce seront racines de l’équation 

wy{jr)~ o; 

et, tandis que la variable x croîtra en passant d’un terme a de la 
série (8) au terme suivant a'\ la valeur du rapport 

t 

k 

décroîtra sans cesse, en passant de la limite o à la limite — cc, si l’on 
a a'= — 30, de la limite oo à la limite zéro, si l’on a a" — zc, et de la 
limite so à la limite — cc, si a et a" conservent des valeurs finies. 
Enfin, dans le second cas, — oc, -+- oc seront racines de l’équation 

m(x)~ k; 


extrait m. 


Î8I 


et, tandis inie la variable aM:*roiîra en passant <ruii leriïie (jiielciJ 0 i}üe r/ 
lie la série : 8 ; au lerine suivant a \ la valeur «lu rapport 

l 

croîtra ou décroîtra sans cesse, en passant fiénéralemeiil de la limite 
—3:: à la limîîeoc, ou réciproquement, suivant que la plus petite racine A 
de Féquation 

CT(x)3:i O 

sera inférieure ou supérieure à la plus petite racine a, de l’équation 

I _ 

Ajoutons que la première des valeurs extrêmes du rapport - . si roii a 

= — cc, 

et la seconde, si l’on a 

a’ — X, 

devront cesser d’être infinies, et se réduiront simplement à l’unité. 
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Analyse mathématique. — Sur la détermination et la transformation 
d’un grand nombre d’intégrales définies nouvelles. 

C. R-, t. XII, p. 1145 (21 juin 18411. 


Des formules générales que j’ai données dans les Exercices de Mathé- 
matiçues, et qui s’y trouvent déduites du calcul des résidus, fournissent 
immédiatement les valeurs d’une multitude d’intégrales définies, dont 
les unes étaient connues, les autres inconnues. Parmi ces formules, 
l’une des plus remarquables est celle qui détermine les valeurs des 
intégrales prises entre les limites — cc, + x;, et qui comprend comme 
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cas particuliers quelques résultats oliituius par Huier et par M. La|slaee. 
Or lîies dernières reelicrclies stir le ealeuî îles résidus [ieruiettent 
d'étendre considérablement cette méiiie tbnnule, ou pluîàî de la rem¬ 
placer par d’autres qui peuvent être appliijuées à la détermination ou 
à la transformation d’un grand nombre d’intégrales detinies nouvelles. 
Je vais expliquer en peu de mots la marcbe que j’ai suivie pour arriver 
aux nouvelles formules dont il est ici question. 

Les théorèmes généraux de Calcul intégra! que j’ai présentés à l’Aca¬ 
démie dans les précédentes séances servent à déterminer ou à trans¬ 
former une intégrale définie, relative à .r, ou plutôt la somme s des 
valeurs de cette intégrale qui correspondent aux diverses valeurs de r 
considérée comme une fonction implicite d’une autre variable t. Sup¬ 
posons maintenant ces diverses valeurs représentées par autant d’inté¬ 
grales dont chacune offre pour seconde limite l’origine de l’intégrale 
suivante. 11 est clair que, dans ce cas particulier, la somme x pourra 
être réduite à une intégrale unique que les théorèmes dont il s’agit 
serviront à déterminer ou à transformer. Tel est le principe très simple 
à l’aide duquel je déduis des formules générales précédemment éta¬ 
blies celles qui forment l’objet spécial de ce nouveau Mémoire. 


Axalïse. 


§ I. — Formules générales. 

La variable x étant liée à la variable t par l’équation 

(I) F(.î', 0=0, 

nommons t), T(a7, t) les dérivées partielles de la fonction F(.r, t), 
relatives à a; et à it. Soient de plus 

' f(j:-) OU f(u', i) 

une autre fonction de la variable æ ou des deux variables x, t, et 



E\Tlî\iT lâH, 

ilen\ vali^iirs i*C)i respHîiJariîis ût^ »‘t^s inèim:^ variaiih^-. t *^iir.i 

* > f:.i-K/x r.- - / ! . 4- :. 

• ; ‘J* ' , 

OU, pius gônéraluiiienl, 

fi) I ïs.r.t)d.r~— i îi .r. / ^ . 

}M}iîrv!J cjiie eliaeuDi"^ des varial)les a\ l reste fVoietion ermîiiiiie de raiilfe, 
entre les limiles de rinlé^iralion. Pour cjiie celle coiidiliori soit, rem¬ 
plie, lorsque les deux varialdes resleuî réeiles, il est iiecessairé eî i! 
siifïil (jiPelles varient simulianêmi'nl |n,ir iltcarés iii-eiisiidî*- vl i|iic, 
pour des valeurs croissantes de riiné, rciulre soiî toujours croi-sanle, 
ou toujours décroissante, du moins entre les limites que l'ori coosiJére. 

Lorsque, dans une intégrale définie relative à .r, on remplacera, 
comme on vient de le dire, la varialde æ par une nouvelle variable /, 
Féquaiion (i), qui caractérisera la relation établie entre les deux va¬ 
riables X et /, sera ce que nous appellerons Féquaiion cametémîifue. 
On ne devra pas oublier que la variable t est regardée comnie fonc¬ 
tion de X, dans le premier membre de la formule (3 et la variable x 
comme fonction de i dans le second membre. D'ailleurs Féquaiion (i\ 
résolue, soit par rapport à /, soit par rapport à x, peut, dans une liypo- 
tiièse comme dans l'autre, fournir ou une seule racine ou plusieurs 
racines diverses. Concevons, pour fixer les idées, que Féquaiion ■ ï 
résolue par rapport à x, fournisse diverses racines 

X ” , X:=1X^, 

représentées par des fonctions de t qui se réduisent aux quâiitilés 

dans le cas particulier où Fon suppose t = t. Puisque les deux variables 
X, i doivent, entre les limites de Fiotégration, rester fonctions conti¬ 
nues Furie de Fautre, il est clair qu’a chaque valeur de x, etiiisidérée 




COMITES iu:m>ls de e \<;\demie. 


l omiiîP foni fioii <!i‘ O léjiondrii, dans ia loriaulc î , iin»‘ spiilo valeui" 
de / coMsidàréi' comnio loiu’tion de .f. Mai> aux diverses valeurs di* .e, 
l ousidérêe coininc fonction de t, correspondront généralenient diverses 
valeurs de l’intégrale 

I ((.r, C s il.f. 


et, en nommant s la somme de ces valeurs, c’est-à-dire en posant, pour 
abréger, 


14^ 



f(vT, £)ci.t 


r-^'i 

I f{æ,t)dx~r~ 


on tirera de la formule (3) 


r r 

I, (tF(:;,/))) 


OU, ce qui revient au même, 

r‘ P (('fij.OV't;, ^Vi'l 


■>) 


E (c, 


c/i 




-M( 


F(;,r) 




le signe étant relatif à la variable auxiliaire 
Avant d’aller plus loin, nous avons une remarque importante à faire. 
Dans chacune des intégrales que renferme la formule (4), i est consi¬ 
déré comme fonction de a;. ]Mais la valeur de t en ce pourra varier dans 
le passage d’une intégrale à une autre, si l’équation (i), résolue par 
rapport à /, offre plusieurs racines. En effet, la condition à laquelle 
cette valeur de l est assujettie, c’est que, dans chaque intégrale de la 
forme 

J î{x,t)dx, 

elle se réduise à t pour a? = E- Or la valeur de t qui remplit cette con¬ 
dition peut changer de forme avec la valeur de E. Si, par exemple, on a 

—I et T~o, 



E\ rii.u r 


liii i^mr tir l 


l^:n 


^ Ir Tri}fiaîi«iii 
riKsialiie par rapport h /, 

i --• I r — ^ I — 'i r* / ■■■■ ^ ^ I - ^ ...i'" 

1*1, tle ors doux dorlii^ros valeurs de /, la |)reïnîere >'evarioiJira |n'iiii‘ 
I, la seeoiole poiîr.r-= — i. Iîeiîiari|iiofis îoîîît*ldi*^ ijiie, m, dan-* 
«-et c*xeiii|ile, les deux valeiiis de i eîait*iil preMOiîrts !a l'Oiiir 


/ ; r i . 1 --1 ^ ^ -- > ! ■ 

‘ ^ 

la première seule aurait la doulde propriété de s'évanouir à la t«iis 
pour a* --- ! et pour .r = — i. 

Revenons à la tormule f > • Si It? rapport 

F\3,n 

Ile clevieiil iiiliîii que pour des valeurs îiulles de F 3, / , si d ailleurs It* 
résidu de la fraelion 



relatif à une valeur nulle de offre une valeur déterminée, cette for¬ 


mule donnera 


( t > ) 



(( f(3.fV)'i 
Fu-:,t) 



r —^—- Ji. 


Si 1*011 remplace f .r, t par un produit de la tonne 


f(.r)/i t ). 
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réqualion deviendr; 


: r 

c 


Ti t) 

-r, - 

■ J. t [.:■,() 


r 

t. 


''G.) 


/i / ) '/!. 


Eiifîn, si l'on remplace 0 P‘>** fonction f a- de la seule va¬ 
riable a-, ou par une fonction/f/J de la seule variable /, on ti ouvera 
dans le premier cas 

/>■»■• /•■'■î Fl - / \ M ~ ) F( - , / 




et dans le second cas 


(9) 




i_ r'üh 




) 


Parmi les formes diverses que peut acquérir la fonction F'.r, /), on 
doit remarquer celles dans lesquelles les variables a-, t sont séparées. 
Cette séparation aura lieu, par exemple, si l’on pose 

F(a, — — ^{x), 

n étant un nombre entier quelconque, et tü(a;) une fonction déter¬ 
minée de X, c’est-à-dire, en d’autres termes, si l’équation (i) se ré¬ 
duit à 

(lo) . — ■<s{x). 


Dans ce cas, la formule ( 7 ) donnera 


( 11 ) s 








t" — SJ 1 - 


■/{t)dt. 


Si l’on suppose en particuliers = x, l’équation ( 10 ) sera réduite à 


( 12 ) 


t z=z7]J (vT) 



t:\TH \11 N> l'2K 




I 


1*1 î 


7 , ij sfHîiîi^^rMîjî 


J. . J. 




f /, 


/ 

i 


'//„ 


^ îi. -■ F^^rmuirs tui Fi r’/tinrs dt î ■ 

iftUfr^i rr‘trîifi. 

Pttriîi! h-^< ri'*>iillal> que Tun jHHil tit.-iiuirr dey jiriiici}!»:'-♦i.ihii- iLiii- 
le jirnuit^r |iara;^^raplii% «>» déni sarh'iUî rt*iiiar«|Urr TaMjxqia' Tsbüt'iii, 
quand on Mi|ipo>e ijOô reijiialnoi oanit*lori>liqiit:\ r^^^diie pat'raïqiMii 
à îa varialdo.r, a loiilos sos raeinos roelies pour iioo Vtiloor rtodlr t|iiel“ 
rijiiijiit- do la varîaido /, 

Adiiioltoîis eeiie liypoîhèse; supposons eneore, pour plii> de siiii- 
plïeite, (jiie rei|iîaîio!i caraclerisîiqiie se présente sous ia forme 

■■P i — 

üj X : tli'sigiiarit une fonction réelle et déterminée de æ: et t:oiict*voiis 
d'tdiord que celle foiiciioii gj æ se réduise à une fracîii>ii ralioiiritdle. 
llîi jioiirra prendre 

<li,r) 

w ( .r ) ziz. h - -^ 

Z i .r > 

i- iiesignanî une constante réelle et 9 'f-r : iJeui fonctions entières 
lie r dans eliaciine desijuelles le coefficient de la plus liâiiîe puissance 
tic .r se rciliîisc à runite. Cela posé, chacune des deiii équations 

= > irrt’.r ) “ O, 

ST i .t} 

et par siiile aussi chaeuoe des deux équations 

I â ! ^ i .i* ) ~ O, 

Of'iiires iie C. S. ï, L CL ‘ 
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aiini tfUites ses raeiiies réelles et inégales. Supiioseiis que ee> racines, 
ranî.ws d'après leur ordre de grandeur, de nianièn- à i'ornji r «ne >îiile 
eroissanîe, soient respectivement 

, t, Cl^n . . . 

pour l'équation , 3), et 

, - ) Ot, b., />3, ... 

pour l'équation ; 4). Suivantce qui a été dit dans le précédent Ménmire, 
deux termes consécutifs de chacune des suites [G , ■- comprendront 
entre eux un seul terme de l’autre suite, et les degrés des fonctions 
entières 

■\,{æ) = {.£— bi)(x — b,)..., 9(.r) = (.r — «, )(a- — oÇ)... 

seront égaux ou différeront entre eux d’une seule unité. On aura donc 
trois cas à considérer suivant que la différence entre le degré de iôj- 
et le degré de o{jr) sera 

I ou O ou — I. 


Si l’on nomme n le nombre qui représente les degrés lorsqu’ils sont 
égaux, et le plus grand des deux, quand ils sont inégaux, ces mêmes 
degrés seront respectivement, dans le premier cas. 


dans le second cas 
dans le troisième cas 


et /^ — I ; 


n et n ; 


n — I et n. 


On aura par suite, dans le premier cas. 


( 8 ) 


— /■ (-r — ^ 1 ) (-y — ^0 ■ • • ~ 

~ ' (x—rti) ... (,r —’ 


dans le second cas 


[ — yt- (3^— Ifj) (^— ^3) ■ ■ • (~c — b „) _ 

“ {x—ai){x — «s) ... (.r—«„)’ 


( 9 ) 



EXTIIAIT îiti 


ri ît* ras 




i I « > ' (fl- 

i /' — #/. i i ./ „ , / ..™ ^ 

\iiyiiii.s iiiaiîitc^iiaiit tjiirilrs Nt^rmii, ]i=rîir <*•»■'> tir i, lr>. 

vaieiirs ilr la soiiiint^ ilrsii^iire ihiii> îr i-^rt^Uiirr |rirà;:r,.ij4ir |rir la IrUrr r. 

Ilaiis îr pmiiirr ras, lanili> ijiir !a variablr -i’ |ri>^fra, iFîiîi Iri-irir ij»' 
la sérii^ 

— X. . X 

ail Irrme suivaiil, le rapport 


rroitra saos cesse, en passant tir la liiyile — x a îa îiiinir x. 
alors, dans les diverses formules du premier iiara^rapiie, «m jH.»iirra 
prendre pour 

/ et 7 

deux quantités tinies quelconques. L’équation (H;, résolue par rap¬ 
port à .r, fournira irailleors, pour une valeur qiieleonque de l oii de t, 
les valeurs correspondantes des quantités 


«Ri 



qui se trouveront comprises, la première entre les limites —• x, la 
seconde entre les limites a,, a,, la dernière entre les lîinites 

Si, pour fixer les idées, on prend 

t 


lii formule ( i ) du § I donnera 
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Si ron prend, au eoiiîraire. 


i O. 


hî nièine fnrmiile donnera 


: I ,i , ^z=z ^ fi X. t '\ilx -r- I fi ./% / . — j fi X, i ' (Ir. 

« ^ ‘i.»- ; 

Enfin, si l’on pri'nd 


on trouvera 


zl f{x, l) dx-h I Çix, t) d.rI fiCr, 

V' —JC «J *^n~~ i 


1 1 rLr 


OU. ce qui revient au même. 


s— j 1 1 d.v. 


D’ailleurs, la valeur de s que détermine la tbrmule (ii i ou (12 i s’ex¬ 
primera, en vertu de l’équation ( 6 ) <iu § à l’aide d’intégrales définies 
relatives à t, et prises entre deux limites dont l’une sera zéro, l’autre 
étant ± 30. La même équation, appliquée à la valeur de s que détermine 
la formule (i3), donnera 


p:o px 

( 14 ) ±j Ux,t)dx—I 0 )l 


dt 


l — nT{ oj 


‘ P 1 


dl 


t — 


(^1 


le double signe ± devant être réduit au signe + ou au signe — , sui¬ 
vant que la constante h sera positive ou négative. 

Considérons maintenant le second cas où la valeur de t en.r est fournie 
par l’équation ( 9 ). Dans ce cas, tandis que la variable x passera d’un 
terme de la série 




GO y 3 ^2? ’ 


cc 



EXTIlAil m 


*ii.i >iîiv,iîil, 1«* nîp|tiiîi 

/ 


l §7 


i‘riHÎrii üii rii’^î'roilni safi> suivaiit i|iip roii auira n, ■ r; i,iii < n,, 

ili;‘ pins !i*> fleiix liriiiles i*r^iilra on ili'^aroilrâ h* rappurf 

^ >i‘roîit ^irîièraleoiriit — x t‘î x ûii — x et -- x. St^iilî-îiiriit ïnnv 

«le e«*s lioiile>se Iroiivera reîiiplaeée par i'iinile ijiiand liiiiiIrN 

lie la varialilt* .r serai — x ou x. Pair eonsécjiieiil on pourrai jirerriio*. 
pour 

i vt 7. 


îlans les diverses foriiHiles dlî^P^ iiun plus dt‘U\ i|iian!ila> ipo*!- 

coiic|ues, iiîîiis lieux quainrites iiiiies >iînuilaiifuiieril eoiiiprise-, -oiî 
eiiire les liiiiiles 

à et X, 


soit eiitrt^ les limites 
Si d'ailleurs on nomme 


~ X et X, 


4M) —X, Cl. €-2, ..., X 

les n racines de l’équation 

m ( X ) iiz k on ( .r ) =: O ( X ■), 

Féquation : 9), résolue par rapporta x, tburiîira, pour une valeur quel- 
eonque de i ou de t, les valeurs correspondantes des cfiiaiiîités 


qui se trouveront comprises, ou, la première entre les limites — x, 
la seconde entre les limites c*, la dernière entre les limites 

^^/î; ûu bien, la première entre les limites ri|, la seconde entre 

les limites .... la dernière entre les limites x„ 
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Si, |»oiir fixer ie.-î idées, on prend 


la füiiiusle i du J; donnera 


t )dx -i- / fi-e, t)dx — I fi x, /')dx. 

t'i i'n - l 

Si l'on prend au contraire 

T=-;^- A, t — k, 

b^ — a^ 

la même formule donnera 


ê 


1171 


r i'i -» 

f(x, t)dx -h / f(cr, t)dæ -i-.. .-t- / 


f(>, tjdx; 


et il suffira d’ajouter la somme (iG) à la somme (17), pour obtenir une 
nouvelle somme équivalente à l’intégrale 


L 


f(cr, t)da\ 


D’ailleurs la valeur de s, que détermine la formule (i i) ou (la), s’ex¬ 
primera, en vertu de la formule (6) du § I®®, à l’aide d’intégrales définies 
relatives à t, prises entre les limites 


ou entre les limites 


k. 


OC 

éi —«1 


k. 


-, - k et k. 

éi— «1 


Donc, à l’aide d’intégrales de la même forme, mais prises entre les 
limites 



EXTKAIT MS. 


f!l!l 


Mil |iiiiirra exprimer Li valeur île ririîê^q^iit^ 


I f r./ .«//. 


tlû st^ trouvera ainsi ramené «le rioiîvt^aii a la fVuamile "i i v Seiileiiieril, 
dans celte formule, le doiilile si^iie rr: ûvw^i être réduit a» sigiit* — oii 

aîi signe — , suivant cjoe la constanteriegaf 

Si il la limite /’ de la variable / on substituait la limite zéro, il tau- 
lirait, il /i termes eooséeotifs de la suite 


— x, e,, e,j. x. 

substituer les quantités 

J. h. 2 ■« . . ., h fj, 

D'ailleurs zéro sera renfermé entre les deux limites 


ou entre les limites 


A- 


et 



k 



et 




suivant que les deux quantités k et seront affectées de sigrn^s 

contraires ou du même signe. On pourra donc, suivant que Time ou 
faiitre condition sera remplie, déterminer encore, apres la substitution 
dont il s'agit et à Faide des principes établis dans le § P, la valeur de 
la somme (i6) ou {17), réduite, au signe près, à la suivante : 


1 18 I 




f ( .r, t ) dæ 




f(.r, t) 


I fiJ.\i}d.t. 


Cette dernière somme comprend, comme cas partieuliers, celles qui 
ont été déterminées par M. Richelot. 

Considérons enfin le troisième cas où la valeur de / en æ est fournie 
par Féquation ( 10 ). Dans ce cas, tandis que la variable æ croilra en 
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Iia^sunt li'iin teriiu' de lu série 

— X, ^^2*» •••** 


au lerme suivant, le rapport ^ 

T; 


décroîtra sans cesse en passant généralement de la limite x; à la limite 
— X. Seulement l’une de ces deux limites se trouvera remplacée par 
zéro quand l’une des limites de la variable .r sera —x ou x. Par con¬ 
séquent, on pourra prendre pour 

t et r. 


dans les diverses formules du § I", non pas deux quantités finies quel¬ 
conques, mais deux quantités finies simultanément comprises, soit 
entre les limites 

O et X, 


soit entre les limites 


— cc et O. 


D’ailleurs, l’équation (lo), résolue par rapport à .r, fournira, pour une 
valeur quelconque de t ou de c, les valeurs correspondantes des quan¬ 
tités 

Xi, x-i, ..., 

ou 


qui se trouveront comprises, ou, la première entre les limites — x, 
a^, la seconde entre les limites b^, a.., la dernière entre les limites 
ou bien encore, la première entre les limites a,, la se¬ 
conde entre les limites a^, b.,, ..., la dernière entre les limites a,„ x. 
Si, pour fixer les idées, on prend 

t 

- — O, -— — a:, 

la formule (4) du § I®'' donnera 


< 


f(ér, t) dx 


' f(.r, 


t) dx 




î{x, /) dx. 


U9) 



EXTKAIT i±S 


Si rmi jirriiil, un fyiilrairi^. 


•Mi 


iîi iiiriiir ftiriïiiile donnera 


■ j fi .r, / t dj' — j 

<1, * si; 

f* ./*, i ; (if --- . , . ■ ■ 1 f' . 1 i d.r: 

vl il siiftiru d’ajouter la somme 

19 â la somme 20 .■ pour obtenir une 

nouvelle somme équivalente à 1 

riritégrale 

f 

fi ,r, f i fi J . 


D'ailleiirs la valeur de s que délennine la foriimle '19. ou ,20’ >'ex- 
prirnera, en vertu delà forniule .G du § l^^ à Taide d'intégrales défi¬ 
nies relatives à /, et prises entre les limites 

O et — x.X, 

ou 

oc. A et O. ' 

Itonc, à Faide d'intégrales de la même forme, mais prises entre les 
limites 

X. A, — X . A, 

(Hi pourra exprimer la valeur de l’intégrale 

I {(jr,t)d.r. 

^— m 

O» se trouvera ainsi ramené encore à la formule (i 4 ). Seulement, dans 
cette formule, le double signe devra être réduit au signe — ou au 
signe -4-, suivant que la constante ^sera positive ou négative. 

Je donnerai, dans d’autres articles, de nombreuses applications des 
formules générales que je viens d’établir et, en particulier, de la for¬ 
mule (i 4 ). J’examinerai aussi ce que deviennent ces diverses formules 
quand nT(.r) est une fonction transcendante. 


Œuvres de C. — S. ï, t» Vî. 
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VnuY'E MATiiKMATFaCE. — Mémoire suf l'inté"ration des svateims d'équa¬ 
tions auv différentielles partielles, et sur les pfiénotnénes dont cette 
inléttratinn fait connaître les lois dans les questions de Physique ma¬ 


thématique. 


C. R., t. Xlll, p. I ! jiiiil' t . 


J'ai donné, pour l’intégration d’un système quelconque d’équations 
linéaires aux différences partielles, une melliode générale qui réduit 
le problème à la formation de l’équation caractéristique et à la déter¬ 
mination de la fonction que j’ai nommée fonction principale. La for¬ 
mation de l’équation caractéristique ne présente aucune difficulté. 
Supposons d’ailleurs, pour fixer les idées, que les variables indépen¬ 
dantes, comme il arrive dans les problèmes de Mécanique, se réduisent 
à ({uatre variables qui représentent trois coordonnées .r, y, et le 
temps t. La fonction principale devra être déterminée par la double 
condition de vérifier l’équation caractéristique et de s’évanouir pour 
une valeur donnée, par exemple, pour une valeur nulle de t, avec 
toutes ses dérivées relatives à t, jusqu’à celle dont l’ordre est inférieur 
d’une seule unité à l’exposant de la plus haute puissance de D, que 
renferme cette équation. Si, d’autre part, cette plus haute puissance 
de D, se trouve, comme il arrive d’ordinaire, multipliée par un coeffi¬ 
cient constant, la fonction principale sera complètement déterminée 
par les conditions que nous venons d’énoncer, et elle pourra être 
représentée par une intégrale définie sextuple. Enfin, si le premier 
membre de l’équation caractéristique est une fonction homogène de 

Dx, Dy, D:;, D„ 

l’intégrale sextuple pourra être, comme je l’ai prouvé en i83o, réduite 
à une intégrale définie quadruple, ou même à une intégrale définie 
double, si la fonction homogène est du second degré. 

Lorsque le système des équations proposées se rapporte à une ques- 



E \I liAl r 


lloii lir Piiy>ifjlii* iii.iîliriii,dM|ii*% ii ^inî Li rrillii 

ïlit*illj«>llliri‘ i|iir il rori;^lilr dll Îiii»în ^^îiH'ill, rrilaillt’^ inlirîHiü^ 

\*ii itiIilt‘N 1 iii|i‘j,it^iiîiiiril#‘^ uii lie li*iir> iMifil «|t» i'rilriir> 

ijile iliiii> un lrv> |h*IiI rile^ îi^iiireiil tir ¥.ili*îir> 

.111 Iniiîî. iIii leiiiji> I, i|iie ilaîis rjiilï'ririir «î*^ r'irurhrs^ 

ll'oiii' ;ilor>, la propagalioii du iiiHiurîijnil d^îiiirrii a 

îri 1 no li/ir/rs Siiliurrs, IyîllifUUI>r.'^, tAt., Irl'IUUit^rH I ii|rr!^*lir»Uliî*lll |ï;h 
ir> >iiiiai:r> ilolil il A dt^ ^xraudrs lauilrr^ «le 

U'îiirliî, r^^^ surtare> eoyrÎH*> devituidroul MUHildriiitMil |daiit;s, »i Ir»-* 
iîH)liVi‘liitUils jiriipagrs devielldiauil er (jiie J'ai îüUïiiîir dr> rfiouwiH" a!s 
Mfuplrs, La àiiLsideratiuo direelr de ces rrioiivenuuils >iin[>le< ptuiiit*! 
iFahreger eoiisiderâhleîiienl 1rs calriih, ri d'oLîrîiir a\rc yiir graîrir 
lacililt* 1rs lois de la propagation a i!t‘ graiultts di'^lanct'’* Av^ rriilir- 
treliraîileiîieiil. 

Dans mes ^lémoires de 1829 et de i8io, les deux îiietliodes que je 
viens d'indiquer se trouvent appliquées lAuie rl Taulre à la, délermiiia- 
liüii de la surface des ondes que produit un ébranlerneel primitif i!afi> 
un système de iiioleeules sollicitées par des forces d’allractioii 011 de 
rtqiiilsioii inufiielle. La première méthode est celle dont J'ai fait usage 
dans le Mémoire du 12 janvier 1829. dans une Note que renferme le 
iiidleîin de M. de Férussac d'avril i8‘üo, enfin dans le Mémoire qui a 
polir objet rintegration d'une certaine classe d'équations aux dillV- 
reiices partielles, et le phénomène dont cette iotégraîioii fait eonmiilre 
les lois dans les questions de Physique mathématique. La seconde ine- 
tliOiJe est celle que j'ai développée dans les £xm*i>eii/e Maihémmtiques, 
Elle iiî'a conduit très facilement aux lois de la polarisation, eL en h 
>iiivaril, dans les Mémoires des 3 i mai et 7 Juin i 83 o, je suis arrive a 
riiiîcliire que Fresnel avait raison contre un illustre géomètre, en atîîr- 
maiiî rexistence de vibrations transversales perpendiculaires m% 
directions des rayons lumineux. 11 est Juste d’observer que !e riiéîîît* 
geofiiètre a reconnu depuis l'existence de ces vibrations et prouve (|ur 
leur propagation, avec la vitesse que J'âvais calculée, était une €iiîisç- 
, quence nécessaire des intégrales générales. Ajoutons que les lois de !.t 



polarisation, l•olll^it‘ on devait s y attendre, peuvent se déduire îles iu- 
téÿfrales générales aussi bien que do la eoasideralion des ondes planes. 
CVst l'o que M. Blancliet avait très bien vu dès l’année ï83o, et ce que 
nous aurons bientôt l’occasion de rappeler en rendant compte de l'ini- 
portant .Mémoire qu’il a présenté dernièrement à l'Académie. Obser¬ 
vons entiu que les intégrales sextuple.s, qui représentent les valeurs 
générales des inconnues propres à vérifier un système d'équations 
linéaires aux ditférences partielles, et qui, après leur réduction, four¬ 
nissent les lois des phénomènes, peuvent elles-inénies être eonsidérées 
oonime déduites de la considération des ondes planes. En effet, pour 
obtenir ces intégrales, il suffit de décomposer les fonctions de ,r, v, =, 
qui représentent les valeurs initiales des inconnues ou de leurs déri¬ 
vées, en une infinité de parties respectivement proportionnelles à des 
exponentielles dont chacune a pour exposant une fonction linéaire; et 
il est clair que, si l’on représente par -r, y% :: des coordonnées recti¬ 
lignes, les diverses valeurs d’une fonction linéaire de ces coordonnées 
correspondront à divers plans parallèles les uns aux autres. Par consé¬ 
quent, la décomposition dont je parle, et qui s'effectue à l’aide de la 
formule de Fourier, ou plutôt à l’aide d’une formule du même genre 
que j’ai substituée à la première [ voir le XLK* Cahier du Journal de 
r École Polytechnique), revient à considérer l’état initial comme formé 
parla superposition d’une infinité d’ondes planes. 

•Nous avons maintenant une remarque importante à faire. Les phéno¬ 
mènes dont on se propose de trouver les lois, à l’aide des intégrales 
générales, sont ordinairement ceux qui se produisent lorsque les dé¬ 
placements des molécules et leurs vite.sses ne sont sensibles à l’origine 
du mouvement que dans un espace très resserré, par exemple dans le 
voisinage de l’origine des coordonnées. Mais alors l’emploi des for¬ 
mules, dont je parlais tout à l’heure, a le grand inconvénient de repré¬ 
senter un ébranlement initial circonscrit dans un très petit espace par 
la superposition d’une infinité d’ondes planes dont chacune s’étend à 
l’infini. Ayant recherché s’il ne serait pas possible de faire disparaître 
cet inconvénient, j’ai eu le bonheur de réussir. Le moyen par lequel . 


EXTHilT l- 2 §. 


j’y suis l'iarTeiiii iifa été suggéré par uo tail digîit.% re me seiiiljl*% ii«^ 
î'iittentiori des jdivsieieris, et que j'ai déjà cité ikiis les 7"^ et 8® livrai- 
M>îis de mes Eai^rnces (f Analyse, Je vais d'abord le rafipeier eu peu di* 
mots. 

Les moiivemeols simples et par ondes planes ne sont pas les seuls 
dans lesqiicds les inconnues puissent être exprimées par des fonetifiïis 
finies des variables indépemlantes : il existe d'autres iiioiivenients oii 
celle coiiclitioîi se trouve pareillement remplie. Ainsi, en particulier, 
lorsque, dans un système isotrope, les équations des mouvemeiiLs inli- 
% iiiîîient petits deviennent homogènes, des intégrales en ternies finis 
peuvent représenter des ondes spliériques du genre de celles que j'ai 
mentionnées dans les Comptes rendus des séances de F Académie des 
Sciences, t. H, p. 4">5 ( ^ , savoir, des ondes dans lescjuelles les vilira- 
îioûs moléculaires soient dirigées suivant les éléments de circonfé¬ 
rences de cercles parallèles tracées sur des surfaces sphériques; ces 
vibrations étant semblables entre elles et isochrones pour tous les 
points d’une même circonférence. Pareillement, si ce qu’on appelle la 
surface des ondes est un ellipsoïde, des intégrales en termes inis 
représenteront encore des ondes ellipsoïdales. Ajoutons que ces di- 
ve*rses ondes auront, comme les ondes planes, la propriété remarquable 
de se propager en conservant toujours les mêmes épaisseurs. Cela 
posé, il était évident pour moi qu’il y aurait un grand avantage à con¬ 
sidérer, s’il était possible, un ébranlement initial, circonscrit dans un 
très petit espace, comme résultant de la superposition, non plus d’une 
infinité d’ondes planes dont chacune s’étende à rinfini, mais d’une iiifî- 
iiité d’ondes limitées, par exemple d’ondes sphériques ou d’ondes 
ellipsoïdales. Or cela est effectivement po-ssible, comme le proiiveiit 
les formules nouvelles que j’ai l’honneur de présenter a l’Académie, 
et comme il était facile de le prévoir. Par suite, les lois de la propa¬ 
gation du mouvement dans les milieux isotropes, par exemple, peuvent 
se déduire immédiatement, et même sans calcul, de la connaissance 


I ® ) œuvres de Cuuc/ij, S. I, T. ÏV, p. 32 . 



COMPTES REM>I S DE L \E\DEMIE 

,!».> iois irlativfs à la pntpagatioii des omlt-s s{.liiTi,|uvs. Or. .‘uiiuii.' 

iIcniiiTt's ÿf trouvent représentées par dfs intej'ra!e> en tiiiu.^ 
fui!'-, «pie l'on ol)fient sans peine et sans le seeonrs «In Calcul intégral, 
lien iesulteque, dans les milieux is«)tro|)es, les lois «le la [«ropagation 
du son. «le la lumière, etc., peuvent être établies tri-s sinipleinent, 
de manière même que la plupart des raisonnements, auxtjuelh on a 
recours, puissent être exposés dans les Traités élémentaires de Phy¬ 
sique. La même observation s’applique au cas «ùi la surface de ronde 
est ellipsoidale. Ajoutons que, dans tous les cas. il y aura un grand 
avantai^e à décomposer un ébranlement initial limité eu onde^ de la 
forme de celles qui peuvent se propager dans le milieu «pie l’on eonsi- 
dère. Or cette forme peut être déterminée à l’avance et se déduit 
immédiatement de la forme même de l’équation caractéristique, 
comme je l’ai montré dans les divers .Mémoires que j’ai publiés en 
i8'fo. ' 

Au reste, la seule décomposition d’un ébranlement initial, circon¬ 
scrit dans un très petit espace eu ondes limitées renfermées dans ce 
même espace, est déjà très utile, quand même ces oncles n’auraient 
pas la forme de celles qui peuvent se propager dans le milieu que l’on 
considère et seraient, par exemple, réduites, dans tous les cas, à des 
ondes sphériques. En effet, il suffira de substituer une de ces ondes 
à l’état initial et de particulariser ainsi cet état pour que les intégrales 
générales, celles mêmes qui se déduisent de la considération des ondes 
planes, subissent de nouvelles réductions qui permettront de recon¬ 
naître plus facilement les lois des phénomènes; et ces lois une fois 
établies pour un état initial représenté, par exemple, par une seule 
onde sphérique, continueront de subsister pour un état initial repré¬ 
senté par un système d’ondes sphériques, c’est-à-dire pour un état ini¬ 
tial quelconque. 

Je me bornerai, dans le présent Mémoire, à établir les formules 
générales qui servent a décomposer un état initial en ondes d une 
forme donnée, et à déduire de ces formules les intégrales qui repré¬ 
sentent les ondes sphériques ou ellipsoïdales. Dans un autre Mémoire, 




EXT R \IT X"' 


j :t|ijilii|iit‘nii ii*> ifiriiH‘< f^^rîiiiilps a 4e^ Ipiuin» 

^^rries, no îiipiih^ iimi ji^ir lii" «|iii rrpr#*- 

■^i‘îll«'^îlî le^ iilîiilllalirois llliiiîiiPii'.rs In iO^s ntl rnn a r|£*ir 4 il I.I 

iiiN|if*r>ii'iii lit* El liiiiiièn*. 


A>. 


ïi En ForiNJéfrs 


Ch‘1 a, «‘Oïliiiie Wm sait, «*îi «lesî^îoariî par i iinv ijuaiitîlt* |:hisîîi\î\ i|iii 
‘lit iFailleiirN rlrt* très piTiîe, 


On en roneliit, en désignant par 0 une autre ijiiaiitife pii-.!!ive ri i-riii- 
‘1 

plaeanl r par O^r, 

puis, en ilitîêrentiant par rapport à 0 et jiosant, apres la ditfereislia- 
linn, 0 = î, £ == î, 

r* iFdr r* Fdr _T. 

Ces deroieres équations, que l'on peut d'ailleurs étafdir direrleiiiriil, 
vont nous fournir les moyens d'obtenir des formules générales relatives 
ii k transformation des fonctions de trois variables iedépendaiiles. 
Soit 

((•r, y, Z ) 

une fonction arbitraire de trois variables x, j% qui |,Hiurroîil être 
considérées comme représentant trois coordonnées reclangiîlaires. Soit 


X zzz.f^, y, Z) 


une fonction des mêmes variables, homogène, et tellenient choisie ipie 
la surface représentée par réquation ,1';, pour une valeur donnée det. 



1 * 1 . i. 


Hi^ 

f ^ , * . s, ( ^ . \j \* I *f '• ï| * f lîi»' -^'irî4« fr'rfii*'»* 

y , ^ ï r - ^ ‘'îi 5|ii -fMîî |*oiiil |Mr liîi 

,;y-' • y ^ «îf . yfi’iyf- 4 |i.ili*r 4 illi |.«»itlî 1 li|yr-H‘lir ijii«'l* 

^ !iî* î’4-tiiiy*y hriîifi 

*1 V # r, J, i . i ï 

. '••■ *|u* 4r\ «’ii! i ^iniîi'ï **H \ r»*'iii|il#ê<^r 


„ ’i*. ^ li’i! «FMii muii^àn jit,*îliî 

iiii jiyiîii r, I, ^ : fi rifitrgryili" triple 


I. î!| I ^ >% Ji»‘ =*. 1,1 i? yf '«* if 


•-jlii Ir'jMêfi-iiiiiî »jtl\ s|ilf:i'> |nHI|K *1 un X 1 rnu^lnjijit^ f*\î*‘“ 

riï'i,irt\ ii 3 iïijîii*^rt* île surtaers jilaiH*> ou ty>iirbr>, mhI iruÜliiirs l’oii- 
ir%f% cofiiiïie là ^urfaee re|ireM*ûtee par iVt|iiaÎJofi i . Si Toîi lrali^- 
Imme tr?* reelaiigiilaires 

*^'•11 pDliiire'^ p,e/, f\ en plaeaiil h îioiivelle origine an point 

1 % ;v» s * ë Taoir ilr^ fyriîiîlie> t‘oriîîiîe> 

^4’ ^ .^ . /'V - ; /■ >îli/i siiif/; 

•‘i 4’#«iilfiif*^ im Hii|ijio>e îe poiüî . i\ }\ Z : reiiferiiie hii-iiiéioe dans le 
ifdfîiiiîr’ tiii inniiera, piiîS4|tie la idnelîon i;a‘, z est fioiiiogène et 
-ti '**ti|ifNf^afil dr jiltjs ipFidle '^oîl du premier degre. 


Â .Ûr. 


I \ } h %i î \ 
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^t‘ra '^■erisilili*riit‘iil iiyl, ikris tt,^ ou r ilitl^rriM Iri^ ji^oi 

ivTiK et rMi, j'iiir siiiîfr\ Oïl aîinu lO-fMir -‘f'ii'-ihliM 

l‘: 4 . f ï ; ■ •' -.1 

ilolo; !ri toriiiiili’ * tloiirif*ra »rii^ibiMi'it*iil 
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^ r-f. 
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COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 
Donc, si l’on pose, pour abréger. 


(to) 



I X 


dq dp^ 


la formule (9) pourra être réduite à 

(II) ü = ©f(Æ-, J,-), 


et l’équation ( 3 ) donnera 

('2) ~ o/X/ 




(e^--hsvr- 

la valeur de ^ étant toujours déterminée par la formule 

c'il =: .1(1 — — y, V — z), 


et l’intégrale triple s’étendant à tous les systèmes de valeurs de A, p., 
V qui répondent à des points renfermés dans le volume ’Ç. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé que 1 {;v, y,z) était une 
fonction homogène du premier degré. Mais il est clair que l’on parvien¬ 
drait encore à la formule (12), dans le cas contraire, si le rapport ^ 
se réduisait à une constante finie et différente do zéro, pour une valeur 
nulle de r. Seulement alors la valeur de 6 ne serait plus celle ([uc 
détermineraient les formules (6) et (10). 

Pour montrer une application très simple de la formule (1 2), suppo¬ 
sons l’équation (i) réduite à 

(i 3 ) (x^ .y y^-y z-y-. 


La surface représentée par cette équation deviendra une surface sphé¬ 
rique; et, comme on trouvera 


il: 


0 — Tî*, 


la formule (12) donnera 


(r 4 ) 


«r/v. 



I,.. \ iii II î % I 


^ ^ » I ' > Il 4 ' ’ , i i '- ’ ■ J t ^ I î M 1 '' î f n i ; . i ' ' • ; ' 

I r«|j|.i||oH I I , I Mil % !i> *. ' 5--; m *;.i,« ^ 

\rrpr»‘%riiît-r,i j^-îiirfu.- u;.’- -jsh—' 4.-h! - 

, 11' *‘HlJI‘'i4jll! ,.a ^‘r jt’ II! / , -JL, , . \; j}'; l'^'.lu : ,i 

jît'fiî t'ii's' » ^rri,.<ni .t >*5 i .r- r :- ■ ^l'i' '- 

^‘H!î l|||?^ 4 5'i'n ^r4n|| lit*? ■ ■<* i »’' ■ 1 ^ : i J ^ i I ;.d : 1 ' r ’ ' ; , ■ .. * : I • ■ ' 

|f‘r!llt‘*- 4^111 t’iî.it'lill, fi.ill! 1 !- Î.| 

Î :ï î' ^, .i. > 

la iiiriiH* lalnir, faillis que Foii fNifiaiîirl la ^iirîàr#> 4’uii^' 
<]iii a [r‘iiir i-t‘:ilr'«‘ le psMiil ./., a, v , Si, üJcii.h iirii^ 
îiiiiîln*iîia!i«|i.ie, îa fViiiiiiiHî 


re|ïrrse»lî* ît* iIt*|4an*îHïiil uiitui! ou 1 j iîoImU^ *1 oio-’ nh 

^l^■ifl^ r'îriîrritoir ilil valyiiiu x:-, ou IîIij^ XfeiioraU'iiioïil Li laliuir oi4,u#0- 
iriiiiî* iî'iiuiîiiiîît* i|iiaii‘oji«|iir î^, là îorîiailo 1 4 pourra rire eoii^iilereo 
e-i'iîiifiic* |irii|ire h i!eeoiU|iOM.‘r reîal îriitial en ijiir iiïtiiiite iraiiiir^ 
ilûiil r'Iiaeiiîl utîrirall ei^ qn^m |u*îiI appelîT une onde ^pàrHfffe , fa %a!f iir 
âe rhiiuiririîie rr^i^laiiî alors îa inriîie «iaüs hMî% ir% iNJint-^ o*'» 1 1 1 
fïirillt* ilHlaîie»* lîü jroirif A, u, v , 

iliiii^ lé eas général, la t«>rfiHile .14: piMirra êlr*^ iaiiîM 4 #u*^o euiuuv^r 
MUTàiit ij ileeiiiii}irisi*r liii état iriilial donne en litie lîitîîMte 4 o 

geiirr et‘liii qiFori tiiilreiit ijiwini la laletir întîioïe iïunk >10 .ohoo’ - 
ile|ieii4 iiniiiiifUïieiil ilii paranielrei 4e la *^îïrtaee re|irrstM:iir* jf ,1 rr.j!oi- 
tîiiii ' i \ t'riîatMiii rie ees ilernirr'^ etat^ olîrira ee ijîie iiotH apje^lrrtfii^ 
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M -2 

Linc onde ou spliérique, ou ellipsoïdale, etc., suivant que la surface 
représentée par l’équation ( i ) sera'ou une sphère, ou un ellipsoïde, etc. 

Si l’équation (r), se réduisant à celle d’un ellipsoïde, était de la 
('orme 

1 

'16) fi dyz. + ^.ez.r -t- :i fxy)-, 

1, b, c, d, c,f désignant des quantités constantes, la formule (10) dén¬ 
ierait 


O étant une quantité positive déterminée par l’équation 
18) (B- = abc — adr — be- — c/ - -t- a. def; 

‘t, par suite, la formule (12) se réduirait à 

;.») U..r,r. .) = § f f 

la valeur de ,‘/l- étant 

I f/ (./; — )'" “h b ( y — fj.c(z — V)■ 


>.o) 


i d(,y — fi) (z — v) -1- ■zc(z — v) (.r — }.) + — X) ( >• — ij.). 


Alors aussi l’équation (20) représenterait un ellipsoïde dont le centre 
ioïnciderait avec le point (X, p., v). 

En terminant ce paragraphe, nous ferons encore une remarque. On 
lourrait déduire l’équation (t4), et c’est même ainsi que je l’ai d’ahord 
.rouvée, de la formule' 




jue j’ai substituée à la formule de Fouricr (voir le .XIX® Cahier du 
Journal de Vlicole Polytechnique, ainsi que les Exercices de Malhérna- 
ûques), et qui suppose l’intégration relative à chacune, des variables 
luxiliaires a, S, y effectuée entre les limites — 00, od. Quant aux inté- 
,^rations relatives aux variables auxiliaires X, p., v, elles devront être. 


K\TU MT N" 12 !>. 

ns la Inriuiilc •.u ', conuua dans la lüriiililc (■‘(('iidiu's a Iniis les 

inls du v(duiiic x>, si la runctinn r-’l n’a de valeur sensible (jne 

ns rintéri<‘ur de ta' volunn'. Or la lurnmb' ( v. i ) jM'Ul s écrire eninme 


l’i .(•, I, c- ) I I f '• ' ' ' ' 


val{‘ur (li‘ V* élanl 


l'i" I" I" 


U ^ (Ix (l~ <'/'/• 


‘ailliMirs, si li's variahli's aa\iliair<*s 


n,| .■nn>iderees, dans r.aïuatinn f ••1 . <annii.e r.'l.resentanl île. cour 
„nnees reelaii-nlaires. [inis Iransldrindes en eunrdnnndes pnlaires a 
aide des liirninles 

, /■ .in/» eus./, y /• .in/» .in'/, 

lor., en jtiisanl, |nnir abref^er, 

I 

. ||./- A 1 t y 1- if'- 1 ’ 

j ' f l !-«in/MM>S 7 u- v i sin/'>111 f/ . coso. 


n frniiviM'a 


' j j I I ' ‘ ‘ / ’ siii#//•. 


i\v Nîiifr. yn ciHisitlrranl ritilt^'irah» 

I »/•!///■ 

uiuiue la liinile ver. la<iuelle ennverf^e la snivanle 


I r ^ r* th\ 

li, une le nuinbre » s’aiil>roebe ind.diniinenl de la limite /ern. r 


laiitiH qiH 
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i> 4 l 

ayant égard à la formule connue 

211 ^r. ^ ^ 

/(vcos^) P dp d(j :zz iiz j cosp) sln p dp, 

Jq 

on aura définitivement 


Or cette dernière valeur de cA, substituée dans l’équation (22), la fait 
effectivement coïncider avec l’équation (i.'j). 



§ [j. — Ondes sphériques ou ellipsoïdales. 

Supposons que, le polynôme 

a .r- -h- h y- -t- c - ' 4- 2 dyz 4- 2 e zx 4- Y 

étant positif pour des valeurs quelconques de æ, y, z, et la fonction 

l'fo',.)-, -, 0 

étant de la forme 


F (.r, y, s, !.) — aa-~ - 4 - h y- +- cz- -H 2 dyz -h 2 ez.v -1- 2/'.r i- — C-, 

l’inconnue a doive vérifier l’équation aux différences partielles 
(i) F(l)^. Dy, IL, D0« = o, 

les variables.r, y, i;, l représentant d’ailleurs trois coordonnées rectan¬ 
gulaires et le temps. On pourra satisfaire à l’équation (r), en posant 

( 2 ) a = (SJ ( n. .r H- c i' -t- ft’±: .st ) , 

la lettre cr indiquant une fonction arbitraire, et u, r, (t’, s désignant des 
coefficients constants liés entre eux par la formule 

( 3 ) F(i/, c, (r,,ç) =0. 

Par suite, on vérifiera encore l’équation (i), si l’on pose 

(4) a = K5T(t±:0, 
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l;i \altMir «It* -i aîant 

//./■ : a »' n r. 

, I i » ' 

■V 

aî k tli‘Mmiaîiî uiu* lont'îitHi (jurl(‘nnqiu‘ (i(‘S <a}rliiri<*ii(s //, ua 1) ail- 
ItaifN, |MMn’uiia \ah'îîr riuistaiik' dr 'i, 1 a(|iiaf i()n > ra[ir{‘S(*nl<M‘a un 
[daa tlanf la |)o,sitiiUi srra \arial)l(‘ dans l’tsspara avr<‘ las valeurs dc‘S 
analViritUîi s 

//, a, ia; 

i‘l l;i Mii’l'iirt'. fusi-ln|([)c (lt“ !•(• phiii, iMxiri'îi riirort' rcprcsciilci' [Kir 
inii ’i [nMirvii que l'nii \ 

//, a, n , 

IJ * J J i j d I r • a n U U 11 a d a s ( j U a U 1 1 1 a ^ i a n i s {a UI a ‘-a niais a n U i 11 u * da ‘ s I n i n ‘ 11 n n S 
air r, ^ , didanninai‘s par la iarinula 

s i /n ï a^i • a'a 

Un'^ ' 

Or, sans {•aUr nnniliîinu at an posant, pour abràj^ar. 




1 uht' »hl' 

ht' ' a/ 




ht' 

: X 

'T 

t'ti t' ‘ 

„h 

./ ‘ 

r' 

1. 

uU 

V 


1.1 

rf 

tit 

hi hr 

tir 

f 

rf 


O ■ 


nn \»'rra l’aqiialinn '» sa radnira a la Miivanta 

, ,, . a / " ' 1» ^ ' a ■ * (i l : ■* (* a « ■’ 1 ap . 

qui. jiHîii’ nin* \alanr aiuisfauta d(* l'apr^'-Ncnita un (dlipsoida. Lnt’n 
,,ii ■.■.i-.Miivra aiM-tiM-iil qü.- la \alcur .le a l'unrnic par la lüniiulr a 
.jiiaii.l >ui \ -iil.sUtiir la \alriir ili-'. (pi.' <lnnnr la luriiidlr <1 . la)!)!! 
Illlrra lie ViTlÜ.T l'iMpialiiiU I . ai i’nll \ suppiiac 
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Ainsi 

(I >) 

1-eprc‘senteront deux intégrales particulières de l’équation (i). 

Supposons maintenant que la valeur initiale de a, correspondante à 
une valeur nulle de t, dépende uniquement de la quantité positives, 
considérée comme fonction de oc, y, :: en vertu de la formule (9). Si 
l’on représente cette valeur initiale par f(ï), en supposant nulle la 
valeur initiale do D^a, c’est-à-dire si l’on assujettit rineonnue a à véri- 
tier, pour l = o, les deux conditions 

« = D<« = o, 

il est clair (|u’on pourra prendre 

-4-O-t---O 

( I O a —---î 

p(nirvu que l’on prenne, en supposantv positif, 

(l.I) 57(v)=w(— ■0 = v(‘(-0. 

Oi‘, si la valeur initiale f(ï) de a n’est sensible qu’à d(! très petites dis¬ 
tances de l’origine, et entre les limites 

t = — e, h — S, 

£ désignant un nombre très petit, la valeur de a, au bout du temps/, 
ne sera sensible qu’entre les limites 

( I - i ) t t — £, *i- ~ t -y £, 

par conséquent entre les surfaces des deux ellipsoïdes représentés par 
les équations (i 4 ). Ajoutons que, si l’épaisseur de l’onde comprise 
entre ces deux ellipsoïdes est mesurée dans le sens de la nouvelle 
coordonnée v, cette épaisseur sera constante et représentée par as. 
Observons enfin que la formule (19) du § I®‘' permettra de ramener 
immédiatement le cas où la valeur initiale de a serait d’une forme 


5T(i H- /) 


et. 


■i) 
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qiirlf*un<jiu\ niais Mnisihln snilrnuMit <lans 1(‘ voisinaj»'!* dv an 

taiN i|nr îHHi> vrnons di» tï*ail(n‘. 
l,ors<nriHï snpjMisi* 


nu a par suifa 


/> r, <-/ r f O, 

a I» f, (1 r O, 


rt rr<[uatiou q , rr(iuih* ii 
t > * i" a »./•" i y ' : v ' U 

rf‘pi'rs(‘nîu, îuni plu> un nUijisauh», mais unu s|>lu‘i*(‘, lorsipruii altriluir 
a \ um* \ali'ur (‘oustaulr. Mors, pai* suito, l(‘s (ni<l(‘s (dlipsoïtlali^s s(‘ 
r«Mlnixon! ;i des ondos >p!u‘f’i([iu‘s. 

Daii ^ nu proohaiii \r(îrlo jo moulr<‘rai coiuimnil la lormnli' ( i :» • 
tduriut trs lois do la propaj^udion doN oudos sphrri<]in‘s ou oHipsoïdalos 
daU"^ !«‘s unli(Mi\ olastiijurs. 


lao, 

îsn oî;\l. Mrnittirr sitr /'rrnp/oi tlv Iti InuisJhnNdiitui des roor- 
ifii/inrts p HU' Iti di'trntnfititinn rf lu frd((rti(ui drs i/ifrpndcs dr/tfiiys 

//iiiliipifs. 

I: li, î. \ni 1 ». î i « t * jniihn îH j 11 . 

Haus ou \rtiido tjuu rrururiuo la pf livraison dt'S /s.ronïrr.v dr M(/- 

thniniluims ' , j':ii fait\uir(jiii‘Ir j»ass;i^<-<rnii systi-iiK* (le 

.1 lui aiilii- tmiruil Ir moMMi irt'lalilir qucliiiics foi-iiui!<‘S dignes ilc 
ii'mai'iiuf. qtit M'ivcnt a la tran'-funnaliun nii à la rialiH’linn da ci'r- 
taiiii''' iii!i‘i.:talrN didilurs ^iluldl•s iiii ddiiblrs, (d qui ciiruitri'iiiirid, 
i-..iiuui- ia-« jiaidiriiliiT, Ulir fm'iiiillf duiiiiùi', fU iSiq, par M. Poisson. 

f//■ ift ri>-» ii,- Srlii* II. !'*«inr l\ 

•»S 

t if Ui t r î i 'r f . *». I, ï. \ I 
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Je me propose, dans ce nouveau Mémoire, d’établir quelques autres 
formules du même genre. Lorsqu’on les applique à la transformation 
de l’intégrale quadruple qui représente la fonction principale propre à 
vérifier une équation caractéristique bomogène aux différences par¬ 
tielles, on voit cette intégrale prendre successivement diverses formes, 
parmi lesquelles se trouvent comprises celles que M. Blanchet a obte¬ 
nues, dans le Journal de Mathématiques de M. Ijiouville. 

Analyse. 

l''"'. — ForniuLes déduites de ta transformation des coordonnées 

dans un pian. 

Soient .r, y deux variables réelles, et 

deux fonctions réelles de ces variables. Il est facile de voir que, si l’on 
représente par 

^ ^ O I rt 

a, O, a', o' 

(les constantes réelles, on aura, non seulcmenl 

(î) 

mais encore 

( :î ) Ç I :z[r, G.r G\y) d.v dy ^ I ( [‘{a:, y) du'd.j\ 

ù désignant une quantité positive déterminée, par la formule 

( 3 ) x'Gy. 

Supposons maintenant que, dans la formule (2), on n'iiqilace b's 
variables æ, y, considérées comme représentant des coordonnées rec¬ 
tangulaires, par des coordonnées polaires r, p, à l’aide des formules 
connues 

.1- = r cos ]>, y = /• sin/>, 





F.XTUMT N‘* VM). 




qu(‘ Toti [mmU rcrirr < 




il suit 


r tu\ r iv, 


{‘U poMiîü, |HMïr 


ié rus/\ r siii/^ ; 


u!i Îruîi\t*ra 


I I H'"' 


/ ri /■, i 


'rI/’I/• I j !(///■.' 


Si d’ailtiMUS, t‘îi siiiqiusaïil 


\ ^ ■ .» * 

un tait, iUiiis la tnî’unih' , 

■ ' * i 

h /, > ' ‘ ,M ’ ’ h 

alnrs, cMi a\aut <q 4 ar<l a 1 rquatnui 

j rr ‘ t/f i, 

rî pasaut, [nHir abragrr. 

, , H I f 7 // /' r r » // ' ^ 

îiii 11 rara >lr !a tnriuîib* » 


I 


/ i 


fil f \ 


‘l'i: :j 


H / H 


NI ruii >iîji|ia"^aiî las {'uattit’irîït*-' 

/, / ; 


a-aij 


!‘îlis a \rriîîar 1 rs iaïuditians 

y. I. 


Itu aurai!, j'»aî* ‘-llllr. 


il i H t : 


71 rilp(li\ 
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et la formule (7) se 




/ ./(== 


trouverait réduite à 

I 

a-i-y.'v, Bu& v) dp ~j /'{ii,v)t/p. 

— Jq 


§ Jl. — Forj)iiiles déduites de la transformation des coordonnées 

dans Vespace. 


Soient 

trois variables réelles. 


Vy 


y y 

une fonction réelle de ces variables, et 


y., a J y , o, o, o , /, / , / 


neuf constaules réelles. 11 est aisé de s’assurer que,, si l’on j)os(^ 

( 1 ) ilzzz ySy y'H-a' gt ^ ^ 


on aura 


{• 1 ) 


i I I I + ^[y ^'y + y[y -i-' y’’^) ^h’ 

1 t- — SO . so — «3 

I "" h r r r * 


Su[>posons maintenant que, dans cotte dernière Idrtnuh', 


place les variables 



on n.'iii- 


considérées comme représentant des coordonnées rectangulair<‘s, par 
des coordonnées polaires 

P, >h '‘y 

à l’aide des formules connues 

,r ::::/• cos/3, /3 ~ sin/3 C03 </, / ;;:./• si 11/3 si 11 f/, 

que l’on peut écrire comme il suit 

X “ ///•, y — (’/*, 5 ™ tT 7 % 
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rîi [MJsan!, |HMir 

1 ’> t il 1 * '^in/M‘osy, tr sin//s)iw/. 

( U\ t nnw ara 

^ I II n ' ^ ^ (:// i i’r : :’'a*w, ( y il ! y'r i y' {V} /'j i/^/ f//u//‘ 

^ I II 

Si iraillaurs. vn Mip|M»saüt 


\ ^ ‘ 


(Hi t’a i I, dans la furiuti !<* ] , 


( ^, I , t r * 1 ( t 


alui'N, rîi a)ant r^^ard ;i ra<|tuUi<Ui 

I /-a ''fir t, 

♦ Il 

rt |în‘HaHt. |MHir ahrr^ar» 

. '» ? H j s ./ ti r ■ / U’ I ' I ' // : r U’ r . I 

un iîn‘i*a dt* la luruiula | 


y« , ’/'r I I', 


/1/ /I ! if « r .U' y» : y'r i y ir . sin// (/»/'//' 
(.| ' <•) ’ H ) 


J 'i 

. t t 

i I I / 11/. » , a t'.lu/* ^A/ 

Si I’hii nIî[ï j}»>^aiI las raidtiaiauts 

a \i*nt’iar las i'iHnliîians 

I ■'■ *' 

^ J' ■' " ■., / ", //■''■ 


y» y • / 


■ y ' ». 
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on aurait, par suite, 

£2 = 1 , 0 = 1 , 

et la formule ( j) se trouverait réduite à 


(S) 



H- a'v -h (/w, 6 U -4- 6'(> -+- y u -l- y'e + y"«>) sin p dq dp 



f\a^ r, (p) sin/> dq dp. 


Si les trois dernières des conditions (7) étaient seules remplies, 
alors, en posant 


( 9 ) P = ( 4 - S"- -h y» ) S p'= ( 4 - 6'-^ 4 - y'^ ) S 


p"= (a"2 4- 6"^ + 


on trouverait 

(10) £2 = pp' p", 0 = ( p‘^ U- 4- p'^ e- 4- p"^ ) -. 


Lorsque, dans la formule (8), on suppose la fonction f[x-,y,z) 
réduite <à une fonction l\x) de la seule variable x, on a simplement 


(f) 


TC 

/{a casP 4- a'si 11/4 cos <7 4- a'' sin p si 117) sin/i dq dp 


y.™ 

i a TT I y ( cos/1 ) si n /J dp, 
du 



c’est-à-dire que l’on se trouve ramené à la formule donnée par M. Pois¬ 
son, en i8i(). 

Si, dans l’équation (6), on pose 


f{x-, J, z) = 



les valeurs de x, étant 

. = (..r^ -t-J- 

.1 

U' — kx - 4 - ky 4 - Iz, !^= 4 - by- 4 - cz^ 4 - •>.dyz 4 - '?.ezx 4 - 9 . fxy)-. 


il suffira, pour satisfaire aux trois dernières des conditions (7), de 



i:\TR\rr V‘ im). 




piv 


lulVi 


|M>ur 




V. y. 


fî’ois NN'-îria(‘s ( 1 <‘ valeurs de 

. y. 

elinisi-. de mauiiua‘ a vtuât’u'r la lonnule 

,/ / /•' ry f :/. ■. h </'/ '■ '"/ 

i î • i 

./ ( 

el eiirrespoînlauts aux îi’uis rarities dv 1 equaliuu en 0 , <|ue 1 un uldnut 

• Irail .>n aiminaiil ( 1 <‘ rcllr Innniilr /. ô. Supposons (raill.-urs (iiio 

lt‘N iMjuaîiuîj'N 

>i i / » 

1 ; , I ' >• 

I / y 

t' i il \ i .■ /, 

t‘taîiî resfdues par l’appurt a a*, ilunnent 

J a\ ! i'y î n/, 

/' *' 

’ . f \ • (Iv <’/. 


l*adin nuuununs W re (jue devieiuieut n, et 


quand un \ renqdaee 


{U p{»-iui-s 


i » 



i ' 

. ^ * 

. par 

<r/, ' , 

a , 


\ . 1,1 


ii i ' 

i»c' < 




^ k 

.a//’ 

. h/.' 

./= m14/ 

M*/// 



( )n lir .T i ilf ta l'ocniiilf <' 


/ I 'i 




I } 


P 


h U. 


f* K 


7 'V ‘arX*/. 


l iMîr drriiien^ {M|îiaîinu enuieide ast‘e Tune d(* (‘elle- que* j ai duuuei 
dan- !a uT liM-Aisun dr^ E.vrrnns tir Mathnuad^jm s. 
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Avant (le tenniiiei-cc paragraphe, nous citerons encore une Ibrmule 
générale à laquelle on se trouve conduit par la transformation des 
coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires. Si, dans l’équa- 
lion connue 


1,17) 



)', z) dx dy dz 


nr 


n 


i/i\ (v, ivr) / - sin/; d(i dp dr, 


on remplace 

-) par c 

y.r X) 

et si l’on pose d’ailleurs 


(i8) V ^ i (,ang/( cosy, W =: ^ i’- •= langy; siny, 

on trouvera 


Ofi) 


r’'/'V(V, M ^ r /“'■/(V, VV)cAA/\V 

'0 cos-/^ V'e<>.s-/' 


Nous avons, dans cc Mtsinoirc, employé, pour la réduction des inté¬ 
grales définies doul)les, des transforinalions de coordonnées rectangu¬ 
laires en d’autres coordonnées rectangulaires ou polaires. On obtien¬ 
drait de nouvelles réductions du in('*nie, genre si l’on (unployait, cornine 
je l’ai lait autrefois dans le cours de Mécaniqiu; de la Faculté des 
Sciences, des coordonnées d’une nature ([uelcoïKjue, en considérant 
un point de l’espace (ioniine déterminé par l’intcrseclion de trois sur¬ 
faces courbes, dont chacune se trouverait représcntcci en (loordonnées 
rectangulaires par une é({uation qui renfermerait un paramètre va¬ 
riable. C’est là, au reste, un suj(ît sur hupud je nie piaqiose de revenir 
dans un autre iVrticle. 
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■).) 


.) 


i:n. 

( :\i,i I 1 iM i Mànoiir sur tlnrrsrs fnins/arnuKions rrniiin/uiih/rs de 

hi foiivtinn priiiripidi' i/tii i't'n/ir iirir i'tpuilion ninirtvnstupir luïinopivm' 

(tu r t/{Jfrn'n('rs pitritrllrs, 

i\. U., T. \ni, I». io t I ‘ jnillrl ïH jn. 

Siî[îjM»stuis (|iir 

\\ ) 

rrprrst*uti^ tuiP luut’thHï ( 1 «‘ .r, r., /, liuino^zriu* du drj^i'u dans 

lailucUi' le fucfiicicnt de /" m- n'-diiisr ;i l’miitd. Nminiunis d’uilli'urs 
une timcliiiii ]iriu(’i|iali‘ a^suifltif a \i'rilii'r, i|nid (jiit' suit /, ! i‘(|uatiiin 

i’ariiftri'ist iqut^ liunu»*^rnr 

, t i F» H,. IF. 

(*î, jHïUr / n* les ruîMiitiuîis 

ra n. U, ni M. IF/ ‘r.i rai .,r, p', .Vk 

La ^atlnui’ ^uuiùral(‘ d(‘ rn, jaïuuuu ju lai lail vuir <laus l{‘ Hallvlifi dr 
M. du l’VrUssar» vu iHin, ut, [dus rrrumunuU» dans uu's K.vrnirrs 
JWntîls vr. [Huirra uîrr ruprrsfiitta* par unu in(û^ral(‘ drliïiu^ (juadruplu. 
i aura, an idlrt, 

r-'- r' P ®^in/i sin'^ ratv i ilp 

, V I I f f ‘ï FiM| H ^ 

la flaîif rrlalil'anx diviTHCS valeurs de la varialile auxiliaii'e ai, 

i iinstderiT eniiiiiie raeini- île l'eijiialimi 

, J , F» . it, * <»î 

li-H vali'iii - > . V, eiis-î êlanl dtderiiiinées jiar les Inrniules 
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et les valeurs de oc, S, y, u, w, s étant 



1 a ^ cosO, 

6 = sin(5 cosT, 

y = sin'^ sinr, 

(7) 

1 u--rzCOSp, 

r = sinp cosf/, 

iv’ =1 sin/> sinq 



0) t 


(8) 


s - -s 

coso 



Ajoutons que la caractéristique 

Dr“ 

devra être réduite à 1), si l’on a n = 2 , remplacée par l’unité, si l’on a 
/i='), et indiquera n — intégrations elîectuées par rapport a t, a 
partir'de l’origine t = o, si le noiubre entier n devient supérieur à 3. 
Il est bon d’observer que, la fonction 

E(.r, J, - , O 

étant homogène, les racines oj de l’équation 

F(li/c, lie, lue, m) o 

seront les produits de h par les racines correspondantes de l’équa¬ 
tion ('i)- ‘1'“'^ dhiilleurs le facteur h. Cela pose, n étant le 

degré de F(.r, r, -, 0’ Pourra généralement remplacer la for- 
nulle (3) \yàv celle-ci 

r ^ r'^ P ^ t~ si n p si n ( A, fx, v) d< i dp 

(10) w —III ^ (XTXli li c, îuv, o)) )) cos^ 6 \/cos-a 

pourvu qu’à la formule (B) on substitue la suivante : 

f»> £ 

(11) TTcosâ 


Si, pour fixer les idées, on prend b 
D? 


- = —1—, on aura 

a cosyj 


ns /•■ 11 ' /•« . m"' U- sinp sinQi g(À, g,v) drdO ^ 
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la \aliMU' (le ,v (‘tant 

t / ( ‘ U » «■, » / 

ri s . • 

<’()>'> ,/ : laiiii/M'uSf/ ytaupi/^snu/ 

iUi [hmj! ohsiM'vrr (‘Ui'oi’t* qiu* Ir dmiier nu’iiihn^ dv la foriinih* n i) (‘1 
la Iniuiuui 

r| i, ' ' %• r » I, îaau/M*n> 7 , tana/'^lut 

if a 

lïv rralrrmrut Taiiuh* qiu* nous Ir si^nr taii^, cl r[üt\ si \\m pasr, 
[huh’ ahn*;4fa\ 


lau'j/» /.. 


n!i aura ut‘îHa’:i!rnH‘nt 


s l 


. { < » '* y* » ^ t ' n / » 


(a‘la pnsr» la lurtuula r 4 «fnaiH»ra 


î.t. M 


j>; . ^ - . J. 

I fl / C I, Fil. / r 


*/'* sin ra I >, , V ) ^/a“ 

/i siuy* ni K ‘ 


i/: ih f/i/ fIL , 


|M»ürvu (\nr 1 an [aiNa 

la K ^ i 


/ /* ra^t/ y 4 ^iü <f ' 


K 


|j‘*. fariiuilaN afaliUr^ «hun h* prtMaalrnl Alnimin* rnnrnissnil au>M 
itnar** nîf>\rîjH dr transf’nnnn* la vt*n>n<l innnlirt^ di* rfcpîaltnn > 

utî l . 

|iar a\rHi|d#\ (jin* Ton MMîillr apjdiquar a aatla trauslnr 
malinîî ia îurni îilt‘ H dr la pa^f a 'a. I/appl irai ion pourra ^‘rllrc’lnur dv 
i|ni\ luaîiioroN îlifforniti’N, Ku ollt*î, <ui pourra, ou muplarrr Imsaria» 
bloH i/, n ‘n oiunninaa»'. roimur ropn-suutaaî Ir-* roordouuuus rfo-faU" 
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gulaii'cs d’un point situé à l’unité de distance de l’origine, par d’au¬ 
tres coordonnées rectangulaires de la forme 

««-f-ot'r-h a" IT', 6 U.-h & V ~h ê" (V, y u-i-y'vy" tv, 

OU remplacer les varial)l(“s 

a, 6, y, 

considérées pareillement comme représentant les coordonnées rectan¬ 
gulaires d’un point situé à Tunité de distance de l’origine, par d’autres 
coordonnées rectangulaires de la forme 

/tx-h it'G -t- ti"y, vx -h c'S -I- (’"y, trx -|- iv'S -1- 

L’angle o se trouvera remplacé, dans le premier cas, par/j; dans le 
second cas, par 0; et, par suite, on tirera de la formule (t^), dans le 
premier cas. 


/.ait ,.it 

('«) ^ -f -7 f j ( f 

la vali'ur de w étant 


r,)"- ' c- si n/> si n d ni ( X, jj., v) 
U O)) 


('/y dp dx cUj 
cos-yi^/co.s'-*/; 


oL la yalciü' de .v étanl 

(•^û) .ç- 

Au cunlrairi^ dans 1(‘ second (.ans, oa tircï‘a de la formule (3) 

(:u ) CT f f f r ^/f/ dp ch du 

• (I . 0 c „ t/f, <^'7 ^-'>) )) cos~0{/c 

les vahuirs de A, a, v, .v élanl 


0 \/cou-0 


{'VA) 




I A “ : ,v - } ■ (f/ a ~h f/ 6' -H ff/' y).v, 

. J/. y -H ( a -I- e' 6 -h e^' y),s, 

V :: (tra - 1 - tr'o H- it’"-/).?; 

r,) / 


ct>sO 
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si luaialt'iiaiil <111 pusc/■ -; lau^//dans la roriniilc i i H , 


1 >.' " i" sili'/rat'/, V I , . 

I J J c ,,<M, V/- 


la vaitMîr i ^ t'taa! 

i' î‘'i / Ai/ ru*.»/ ^ sinya ' Ai y \ Aiy' 


jHîH» an rainplaraiiî A* par at r*) par on (l'nnvaï'a 


U / i* / ’ '* / ’ * ‘ si a / ra t /, 'i, V 1 


/ / / / <! 


H s I i 


V 


A • J: 


la si^at‘ ^ a(ant ralalit’ a la \anahla .v, la valaiir da a aiant 
i’I // / CM^Y ,/ sinY^A, / ' i rn-'^Y ^ ■ sîuy'A, y/ • ry't' 

at las \al(Mirs ih* a, v âîanî «Iüihum^s par 1rs Inrmnh^s 
>. .r ;<.v% ;/ a f ;iv, v .-t | yv. 

Si, ;hî i*nnîraira, nn p<>st' X* lan^O dans la Idrinnh' 


1 1 


viM’a 


D * ’ '/’sin/> raV I 

• * .. Y , , * ' 1’ » a, r, a , M i H ^ 


la^ \aîanrsda / , p.» v aiani dahnauinatas par las Inrinnlas 


I I * f// a<i*tr ff •aariApij/, 

> I a » r‘ r<ïs T a'’ sia 7 î A | 

[u (‘asT i la^siariA [m/; 


puis, an raiîiplaaaîil Â' par ^ ^ 


nu îmuvai'a 


II/ 


fl I f 


P *. 4 '* ^ sia;i r.a ’/, * 1 * ’ 

^ M l*\ , t', ta. T< ■ M 


nu îrnnvara 

i’us Y ■ y ' sin y n 

rr/7 Jy ^^A, 

'HSY / siiiY^A, V 

U , (Ml (nui- 

* ti: tift titj tIL , 


./:.//i./Y^/A, 
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les valeut's de A, [j-, v étant 


I }. = ./• H-[(«'cost 4- //"sinr) 

( .3 ï) ' CeosT -h i’ ^sin ") A'Jo), 

( V — ; H- [(vi + (iï’'cosr H- (ï’"sillT) A']'». 


IjCS rormulos (a4). (2O), et celle que l’on déduirait de la formule (iH), 
en ayant égard à l’équation (19) de la page 224, s’accordent avec les 
formules trouvées par M. Blanchet, dans le cas où l’équation caractéris¬ 
tique est du sixième ordre, et qui peuvent être étendues, comme il l’a 
remarqué lui-même, au cas où cette équation caractéristique serait 
d’un ordre plus élevé. 

Lorsque 

F(.r,,r,. 5 , O 

se réduit à une fonction homogène de t et de la variable r déterminéi' 
par la formule 

/* :r:r x~ Y' , 

la valeur de .y, déduite de l’équation 
(Sa) 3=0, 


dans laquelle on suppose s défini par la formule (27), se réduit à une 
fonction.du bim'ime 

A -’ -h c K 


Comme alors on a 

D,.9 = ^ D/,.v, 


et, par suite, eu nommant/(y) une fonction quelconque de .y, 


D,/(.y)==|.D,,/-(.v), 


la formule (26) donne 


IjJ nz: 




l)2-« r’', p .y”-’sinQgT(>., fa, y) 

' Jo Jo yC-'))) 


dz dO, 


( 33 ) 
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pourvu que le produit 

/•- rs{x, y, s) — {x- -t- + s-) rn{x, y, :) 

se réduise à zéro avec -- 

r 

Dans un autre Mémoire, nous montrerons ce que deviennent les Ibr- 
mules précédentes, quand on particularise la fonction C7(ar, y, z), et 
nous déduirons des formules ainsi obtenues les lois des mouvements 
représentés par un système d’équations aux dilférences partielles. 


132 . 

Calcul iNTÉcnAL. — Mémoire sur rintégraUoti des systèmes d'équations 
linéaires aux différences partielles. 

C. U., T. XIII, p. 4^ (if>. juillet i84i). 

Ce Mémoire a pour objet la détermination de la fonction principale 
qui vérifie l’équation caractéristique correspondante à un système 
donné d’équations linéaires. 

Le premier paragraphe se rapporte, au cas où l’équation caractéris¬ 
tique est homogène. Dans ce cas, la fonction principale, comme je l’ai 
jirouvé en i 8 i 5 o, peut être réduite à une intégrale quadruple. La dé¬ 
composition de l’état initial en ondes sphériques me fournit une réduc¬ 
tion nouvelle, et la fonction principale, correspondante à chaque ondi^ 
sphérique, se trouve simplement représentée par une intégrale double. 

Le second paragraphe est relatif au cas où l’équation caractéristiqui* 
cesse d’être homogène. Alors, en substituant à l’équation caractéris¬ 
tique donnée une autre équation, qui en diffère peu et soit homogène, 
j’obtiens la valeur de la fonction principale, par le moyen d’une séih' 
dont chaque terme sc calcule aisément à l’aide du théorème relatif aux 
équations linéaires, auxquelles on ajoute un second membre (pie l’on 
suppose fonction des variables indépendantes. 
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Calcul intégral. — Mémoire sur la réduclion de la fonclion principale 
qui vérifie une équation caractéristique homogène. 

C. R., t. XIII, ]i. 97 ( 19 juillet 1841). 


Considérons un système d’équations linéaires aux dérivées partielles 
et à coefficients constants, dans lesquelles les variables indépendantes 
soient les trois coordonnées rectangulaires a?, y, d’un point quel¬ 
conque de l’espace, et le temps t. Si l’équation caractéristique, corres¬ 
pondante au système des équations données, est homogène, la fonction 
principale, propre à vérifier cette équation caractéristique, pourra 
être représentée à l’aide d’une intégrale quadruple, comme je l’ai 
prouvé, il y a longtemps, dans mes Leçons au Collège de France (voir, 
dans le Bulletin des Sciences de M. de Férussac, le Cahier d’avril i 83 o). 
Or, pour que cette intégrale quadruple se réduise à une intégrale 
double, il suffit que la fonction arbitraire de oc, y, z, de laquelle dé¬ 
pend la fonction principale, se réduise à une fonction de la distance 
du point (x,y,z) à l’origine des coordonnées. On peut d’ailleurs, 
comme je l’ai montré dans un précédent Mémoire, ramener à ce cas 
particulier le cas plus général où la fonction arbitraire dont il s’agit 
prend une forme quelconque. 

La réduction que j’obtiens est fondée sur l’emploi d’une formule que 
j’ai donnée dans la 49* livraison des Exercices de Malhémaliques. .le 
rappellerai cette formule dans le premier paragraphe du présent Mé¬ 
moire, et je la ferai servir dans le second paragraphe à la réduction 
énoncée. 

Analyse. 

§ I‘“'. — Formules préliminaires. 

Supposons que, les valeurs de u, ç>, w étant 
(O u = co$p, i’ = s\npcoaf/, tï’ = sin/:» sinr/. 
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l\ O r(‘|)rés(‘nt(‘üt (1rs loiuiiiyns rr(‘ll(‘S <lt‘s vnrial)l(‘s //, i\ i\\ (‘1 (|(i(* rt‘s 
luuiiioüs sritMÜ (lr((‘nuin(M*s [)ar 1('S ibi’iiuih^s 

( V Xf/ i : r • y 11% 

1 

I M (J \tnr ï /m’" r rtV" f '> r/t’ii* i ‘jiru’// } •\/(n')\ 

a, A. t\ //, r, /; a, Y (Irsij 4 ;!iaiit (1(‘S r<)ustan((‘s i*(M‘1!(‘s. (ioiua^vons 
(‘urrri» ([U(‘ 1(‘S (b|nati(Uis 

« j( an /i* ■ ru cy, />/ ; fn' \ <l\v rii ■ (l\' ; rw 

(‘taîil rrsulü(*s par rapporta //. r, tr, dooiuoil 

I >1 ti - ÏX' • i* t\ ' 1)V’ (h]i?% u- tuo (jv’ ax . 

lùitio piîsiMis 

t 

| Im h u//^r #///’ , Ar'* r/* » ) \ 

nu, r(‘ (jui r(‘vi(uit au uiruu*. 

1 » 

S”! ,, falH' ad* } •». d(‘r)X 

ri 

rf 

K ! a• inl'^ ■ cy^ : ■* d ’ y ; -‘uy^ * '‘IVx*-. i*, 

rt nniiuunns f .r luu* tnurlinn (jurlrniHjnt‘ da a\ lau'Ibruiulr (Ualdir 
dans la bj' liM‘ai.suü clrs Eatrvirt's tir Matlirnaituftirs^ (d «[ui S(* drduil 
aUN^i dus ralaids ([ti(‘ j’ai prrs(Mitrs i\ l’Aradruiii* dans la drruiiu'i* 
>raurt\ diaiiiuTa 




Un p(‘iiî, daîis Irs fniauulrs (jui prrrrdruî, rousidriao’ l(*s \arialdr 


//» r, n. 


î|iu MU'itinîiî i’iM|iiaîin'n 

tU' î, 

rnuîîiin ia*prr huii taîit \v> trois (’nordniuH‘(‘s r<M*taïJ^ulairrs ddiü |miu( \ 

(ii lr« ’ r ; ..r ( S. î, t. \ 1 , * 
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situé il runité de distance de l’origine O. Si d’ailleurs les cüct'ücients 


vérifient la condition 


6, y 


(10) -t y-— 1 , 

ils pourront être censés représenter encore les coordonnées d’un point B 
situé à l’unité de distance de l’origine; et, si l’on nomme S l’angle coin- 
pris entre les droites OA, OB, on aura évidemment 

(11) cos O = a « -1- 6 c -t- y «’ = l* ; 

d’où il résulte que l’équation (lo) pourra s’écrire comme il suit 


(i^) 


axT. 


sin P clq dp 


0=' 


^ / r ( K CO s p)s\\\ P dp 

^ Ci 


Considérons maintenant, d’une part la droite OB représentée [lar l’é- 
(fuation 


et, d’autre part, l’ellipsoide représenté par l’éifiiatioii 

( I -\ ) Cl —H C w” —2 clyz H— '.l a -l— *,1 j,/! y i-~- i, 

Cette dernière équation pourra se mettre sous la forme 


Nj a;.* A.y -t- — I, 

pourvu que l’on pose 

I a a: -h /v H- X, 

( IO ) ; / a.' -H ùjc -l- (Iz — jy, 

' ea; 4 - dy -h cz — fe. 

Supposons d’ailleurs le point (,r, j, =) choisi sur la surface de l’idiip- 
soïde de manière que le plan tangent, mené par ce point à l’idlipsoïdc. 
soit perpendiculaire à la droite OB. On aura 


(i6) 


nXà _ ^ _ .A3 _ A.r>^ ^ y' —j— ^ 

a ~ ( 


.A3 

y 


aæ -H O J ' -j- y : 
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et, comme les équations (i 5 ) donneront 

/ fry+e.t-, 

('7 ) j J = f-V- bD~ -h de, 

( 5 z^e-K- -i-d.T -i- Ce, 

ou tirera de la formule (i6), après avoir réuni les termes correspon¬ 
dants des trois premières fractions, respectivement multipliés ; !° par 
les coefficients a, f, e; 2“ par les coefficients f, b, d; 3" par les coeffi¬ 
cients e, d, c, 

. '_^__„ _ Z _^_i__. 

ux-h Qy-+-y Z aa-l-f6-i-ey l'a-i-bê -h dy ea -t- dê -1- cy ^ 

[)uis on conclura de cette dernière formule, en réunissant les termes 
coi'respondants des trois dernières fractions, respectivement multipliés 
par a, 6, y, 

1 _ ax -+- 6j -+- y Z 

(XX ■+■ 6)' -{-yz ~ K'-i ’ 

et par conséquent 

K =:d:: {<xx H- 6y -h y.;). 

Donc, la quantité positive K représentera la valeur numérique du pro¬ 
duit 

(XX -i- G y —H y Zf 

c’est-à-dire, la distance de l’origine au plan qui touche l’ellipsoïde re¬ 
présenté par l’équation (r 4 ), et qui est perpendiculaire à la droite OR. 
(iette conclusion suppose que les coefficients a, S, y vérifient la condi¬ 
tion (ro). Dans le cas contraire, K serait le produit de la distance dont 
il s’agit par la longueur y-. Quant à la quantité 0 , elle re- 

présent('ra, dans tous les cas, le quotient qu’on obtient en divisant 
l’unité par le pj-oduit des trois demi-axes de l’ellipsoïde (i4), ou, ce 
([ui revient au même, par le 4 du volume du parallélépipède cir¬ 
conscrit. 

Observons encore que, dans tous les cas, la valeur de sera ce que 
devient la fonction 


P — au -f- 6 c -t- y O’ 
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quand on y substitue les valeurs de u, v, w tirées des formules 
au fv-\- eiv — oc, fu + bv H- dw — 6, eu -4- dv -i- cw = y, 
OU, ce qui revient au même, des équations 
(i8) |D„Q’-=a, |D.,Q2=S, iD„Q~y. 

De plus, pour obtenir la quantité 0 -, il suffira do poser 

, , iD,,_Q2 ^ ilVQ^ ^ iU..Qj ^ 

OU, ce qui revient au même, 

au -H./V -t- ecv _ fu 4- ho 4- dev 


eu ■ 


■ dv 

O’ 


■ CO' 


0 , 


puis d’éliminer u., v, w de la formule (20), et de faire 0 = o dans le 
premier membre de l’équation résultante 

(■.îi) (a-0)ih — 0){c — 0)-ia-0)d-^ — {b — 0)e'^—{c—0)fi-^'>. def-^o. 


écrite sous une forme telle que le coefficient de 0“ se réduise à — r. 
On peut dire aussi que la valeur de 0 “ sera le produit des trois racines 
de l’équation en 0. 

Si, dans l’équation (8), on remplace la fonction f par sa dérivé(‘ f', 
l’intégration indiquée dans le second membre pourra s’effectuer, et l’on 
trouvera 




l'(Iv) — !(—K) _ ® r’* C’',,,/P\ shiyyc/yc//; 

__ — — \q; Q" 


Si, de plus, t\x) désigne une fonction impaire de x, on aura 


et par suite 

(0.3) 


I'(K)^_f(_K), 


f(K) _ 0 r’*” 

K ”47rj„ X VqJ " 0“ 


Soient maintenant 
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et 

1 

( 25 ) t = (a,2;2 4- bj^+ C5--i- a djs + a e-a; + a îæyY^, 


CO que deviennent P et K quand on y remplace 
cCj êj y pal a.', v, 


La formule (22) donnera 


(26) 


ï. 


0 


27 r 


X X vq ) . 


puis, en supposant que f(a;) soit une fonction impaire de æ, c’est- 
à-dire, en supposant que l’on ait 


on en conclura 


(^ 7 ) 




ft»-) _ ® T'” <;\sin P dq dp 

i Hq/ 


Enfin, si l’on pose 

a = b = c~J, 


d — e— / = 0, 


on aura, par suite, 

a = b = c = I, 
0 = 1 , 


d = c = r = O, 

Q = I, 


et la formule (2Ü) donnera 


(28) 


f( /-)-f(- /• ) _ _i 
r 


— / / f'(ç) siiijoc/r/t^/^, 

^ t/rt J Q 


la valeur de r étant 

( 29 ) -t" 7 ^^ + > 

puis on en conclura, si f(a;) est une fonction impaire de x, 


(80) 


r 


I 

4-71 


f'(ç)sin7>t/(/ot/J. 
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D’ailleurs, l'{x) étant par hypothèse une fonction impaire de la va¬ 
riable .r, si 1 on pose 


/(Cr) sera une fonction paire de la même variable. Donc les for¬ 
mules (27) et ( 3 o) pourront servir à transformer une fonction paire du 
radical _ 

ou même du radical t déterminé par la formule (2.0), en une intégrale 
double, dont chaque élément, considéré comme fonction de x, y, s, 
dépendra de la seule variable 

ç — H.X -y (’j -h <vs, 

c’est-à-dire, d’une fonction linéaire des trois variables .u, y, z. Cette 
transformation remarquable fournit une méthode directe d’intégration 
pour les équations linéaires, comme nous l’expliquerous dans un autre 
Mémoire. 


II. — HédiicLion de la fonction principale correspniidanlu à une (-(ptaiion 
caractéristique homogène. 


Soit 

une fonction des variables 


F(.r,.y, J, t) 


.r, y, Z, l. 


homogène, du degré n, et dans laquelle le coefficient de /" se réduise 
à l’unité. La fonction principale ct, correspondante à l’équation carac¬ 
téristique 


(>) 


l’(Dx)Dy, D;,DD5 t = o, 


sera 


(2) 


7ÏT — — 


D? 


■~n 




çii j' sin/; sin6'i5T(}i, ju, v) 


d(j dp dx dO 
CO s- O ^cos‘^ O 
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le signe ^ étant relatif à la variable auxiliaire w, pourvu que l’oii pose 

sin/) sin^/, 
sin 0 sin?, 

-- -h 7.V, 


ou la valeur initiale de DJ”'oî, se réduise à une fonction [)aire de la 
seule variable 

(7) 

en sorte qu’on ait 

(«) 

Si l’on pose 

(o) 

on aura encore 

TO (7, [J., y) — n(p) -- ri( — p) 

(‘t, par suite, 

.-4 ((!(«<, e, IC, w) )) cos^-d^/cos-d 

D’ailleurs, on tirera des formules ( 5 ) et (9) 

(il) p-= C®-)- .Ç'M- 2.Ç», 

la valeur de a étant 

( I ■>, ) a = st.r H- S y -t- y s, 



( 3 ) 

/ a z= cosp, 

c — siii/> cos< 7 , u’~ 

( a ~ cos ( 5 , 

6 —sin ^ cos T, y — 

( 4 ) 


cos ^ ~ cLiL y (P, 

( 3 ) 

7 v. Tm JC —]— ^ 

LS, ' [J. — y H- 6 . 9 , V ~ 

(<>) 


CO t 


cos O 

Supposons maintenant que 

=), 
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ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (6), 

, COS ‘^(5 

(•3) P-----• 


Donc, si la lettre Q désigne une quantité positive déterminée par la 
formule 

Q2— 2 toi» COSiî + cos^d, 


que l’on peut écrire comme il suit 

Q — 0)® i^(a-4- 6- + y^) + 2üit{<xæ + 6y + ys)(au-h6(’ + y iv) 

-1- (a« + 6(’-f-y(t’)-, 



on aura simplement 
(i5) 


P'= 


Q- 

COS-ô’ 


et la formule (lo) deviendra 

ri3-« r'^ /•’' 

<■*>llU 


^«~i^2gjny^sin(5ïï 


\coso 


(( :F(w, r,if,M))) 


(1(1 dp (h dO 

C0S‘*^0 V^t^S^O 


Il importe d’observer qu’en vertu des équations ( 4 ) et (i 4 ) coso et 
seront deux fonctions entières homogènes de a, Ç, y, l’une du pre¬ 
mier degré, l’autre du second. Cela posé, si, dans la formule (12) du 
§11, on échange entre eux les deux systèmcs'dc quantités 


alors, en posant 


on trouvera 


Z, 6, y et II, 


f(c»)=: -Lu 

^ \ X 


il--) - 22 Lrx\( J 

^ J, VcosoV eos^'â ~ K»0 [îi co7( 


_ dO 

COS' 0 


la valeur de étant celle qu’on obtient quand on substitue, dans le 
trinôme 

ac(.-\- 6 H- ivy ~ cos d, 
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les valeurs de a, ê, y tirées des équations 

(‘8) AI)aQ®=M, .|D6Q2=(’, 4-DyQ-^=<v; 

et la valeur de 0^ étant le produit des trois racines de l’équation en 0 
à laquelle on parvient en éliminant a, 6, y de la formule 


('9) 


jPg _ |T )6 Q- _ iPv 0 ^ 




Comme on aura d’ailleurs, en vertu de la formule (i 4 )> jointe aux 
équations (4) et (12), 

2 PaQ‘= H- (/•- cosô -h a coi) " -H wi.c cos O, 

■y Pê Q" ^ “H ( cos 0 ”H y0) C (’ “H 0) ty cos 0, 

'1 Pf Q'= w-i-y 4- (/•- cosô -H awO -h uUz cosô, 

les formules (18) donneront 


(ao) 


\t<x-\- X cosô uit & y cosô aly Z cosô i — cosô — 




puis en posant, pour abréger, 

(ai) U X + i<y + w Z = Z, 

et réunissant les termes correspondants des trois premières fractions 
comprises dans Informulé (20), après les avoir respectivement multi¬ 
pliées : i*’ par u, e, u’; 2° par r, z, on trouvera 

(coi -t- ç) cosô _ Hc.)i 4- r- cosô_ I — /•- cosô — ac>)i_ 

I ç w i ’ 


par conséquent 


(coi 4- ç) cosô I „ / I 

i-li-=-, coso= -- 

I Ç-f-CiO^ yç-j-f»)/ 


Donc la valeur cherchée de K“ sera 

(aa) K- 


ç 4 - C.)i 


OFAwres de C. — S. ï, t. VI. 
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Eli opérant de la même manière, on tirera de la formule (19) 

, ( /•- COS Ô -h « W ^ ) {( -h fx) l X COS O 

,2 /2 — --- 

a 

( cos O 4- H (x) t)v (,) ty cos o 

^ 23 ) / — —g 

f _ ( /-^ COS ^ -H 8 0 ) Z ) (V’ (f)t Z cos O 

l “ 7 

et 

. . V . « .w S cosr} 

{ 2 i\) 0 — 0 ) Z (o) Z -h g) —• /*- -f- 01 Z ■-^ ~ /- (o) Z -f- g) -.. ; 

^ ^ coso 8 

puis, en éliminant de la formule (24) le rapport on trouvera 
(9.5) [0 — -+■ ç)]- — Or^-^. O. 

Cette dernière équation eu 0 fournit seulement deux racines dont le 
produit 

&)“ t“ {^(j) t -j— g)" 

est ce que devient le premier membre quand on y pose 0 = o. Mais la 
racine qui nous manque ici est facile à retrouver, et se réduit évidem¬ 
ment à 

&)- r-, 

puisqu’on vérifie la formule ( 23 ) en posant 

0 — C0SÔ = O, «==10, 

ou, ce qui revient au même, 

0 =; ûj-et M -e 6 (.’ y n> o, a.r -h Gy -\-y z — o. 

Donc la valeur de 0 -, ou le produit des trois racines de l’équation la 
plus générale en 0, à laquelle on puisse arriver en éliminant a, 6', y d(' 
la formule (19), sera 

(96) 


JV" 



l'ATU AlT N- 


l)nn<\ K <‘î i-J d<‘vanî rlrt* [xisitils, on aura 

KH 

Si aux t’oriimh's , t 7 , *>;> , . j mhi joiîil la suivauU‘ 


sin 'ni') 


1 »,/ /( "' .. 


y I M / I 

fo/ 


qu’il cnI l'auili* «ruîalilir. dans 1(‘ ras oii /’ .r rst uîm^ ldnr(i<Mj paiia^ ([îii 
Nr rtuluil a /nx» pour dus valrtirs iulinirs dr .r, alors. (Ui supposanl (|Ur 
ir produiî 


sV\anouiN>r a\«‘r . ou tiiauxi dn la idiauult‘ 


lu 

\ 



î* • //, I , O . ,1 ' 


sin /* tl>f tip. 


Irllr oî rnür'^ralr dolîldr a laqtudlr sr rrduit la Iduulion priuripalr rr,. 
lorstjui* la \airur tuilialr îu ux >x d{‘ ‘ iri rs( IbîMiioii d(‘ la stuib' 

sarialdi* 

/ V r ‘ X ■ -S 


M la \,drur luillalr dr U’’' ’ r.» >r rrdiilsait, liou plus il Ulh^ Iburiioii 
rlr r, lu.lis a uiu' Idurhou du radical v td^îrmiiur par uur «apialiou d«‘ 
la ioniu’ 

1 

■ , ,i h V (• . ' <1 î . » <♦ . j ' { r ^ i y 

aiu| , ail lu'U d« 

I î 

I) 

1 

ia \a.!riir d** riaui 

■' al. a.j^ lir .1' Miaî:' 


j'rquaîîoii ‘-s , ou (dU irinl rai 1 la sui\au{r 

. -.a ^ .. I! 


I I y 


. r : 
(ï 


Mil/' 

U’ 
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C’est ce que l’on parviendra encore à reconnaître en raisonnant tou¬ 
jours comme nous venons de le faire. 

En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer que l’on arri¬ 
verait encore facilement aux formules (28) et ( 3 o) si l’on appliquait 
les transformations précédentes, non plus à l’équation (2), mais à l’é¬ 
quation (21) de la page 228 (uotrle Compte rendu de la séance du 12 juil¬ 
let dernier). 


134. 

Calcul intégral. — Méthode abrégée pour Vintégration des systèmes 
d’équations linéaires à coefficients constants. 

G. R., T. XIII, p. 109 (19 juillet 1841). 

Comme je l’ai prouvé, dans les Exercices d’Analyse et de Physique ma¬ 
thématiques, l’intégration d’un système d’équations linéaires, dilfércn- 
tielles ou aux dérivées partielles, et à coefïicients constants, peut être 
réduite à la détermination de la fonction principale. Si, pour fixer les 
idées, on suppose que les équations linéaires données se rapportent à 
un problème de Physique ou de Mécanique, le temps fera partie des 
variables indépendantes; et si, alors, comme il arrive d’ordinaire, h; 
coefficient de la plus haute puissance de D^, dans l’équation caracté¬ 
ristique, se réduit à l’unité, la fonction principale se trouvera complè¬ 
tement déterminée par la double condition de vérifier l’équation carac¬ 
téristique dont l’ordre sera un certain nombre entier n, et de s’évanouir, 
pour une valeur donnée, par exemple, pour une valeur nulle du temps, 
avec ses dérivées relatives au temps et d’un ordre inférieur à n — i. 
Quant à la dérivée de l’ordre n — \ , elle devra se réduire, pour une 
valeur nulle de la variable indépendante t, soit à une constante don¬ 
née, soit à une fonction donnée des autres variables indépendantes, 
suivant qu’il s’agira d’intégrer des équations différentielles linéaires 
ou des équations linéaires aux dérivées partielles. 
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^45 

Vinir (‘valiun* la loiuMion prifit'ipalo ({U(‘ j(‘ vi<‘ïis (1(‘ la détiiiir, 
j’ai (Ml rciauirs, dans h‘S li,vrn‘i<Ys (/\\na/ys(\ à la (dnnulc-. d(^ Fom*i(n\ 
nu plutôt nue forinulu du ïuôîïïi^ (jiu^ j'ai suhslitiUM^ à la |H‘o- 

laiiua*, uî tait s(U‘vir ;i rintô^ration des é([ualiuns linéaiiaas aux. dérivé<‘s 
partielles, dans le Xl\‘‘ (lahler du Journal dr l'Ecole Poly/echnique, 
Lorsque lt*s équations doniMM‘S s(‘ i’a[)|)or((‘nt à un prohlènn^ d(>; lMivsi(|ue 
ou de Mec’aniijue, (dles n*nlernu*n( en <j;énéral, avau* 1(‘ ((unps t, trois 
autrc*s \arialdes indê[Munlant(as, (|ui [uuivent èlr(‘ (uuiséc^s r(q)rês(Mit(u* 
iles eonr«îonne(‘s ï’«‘etan* 4 ’ulain‘s ; c{ la IdïU'tion pi'iinupale, (‘aleulé(î 
eoiiune je \if‘ns d(‘ It* diia\ se trouve représent(M‘ par uu(^ intéf»'ral(‘ 
dtdiuie sextuple. lN)ur rtM'ounaitia* L^s lois d(‘S pliénonuun's, on (‘sl 
oblige de faiia^ subir ii eette inlé^rab» S(‘Xtupl(‘ divers(‘s réduetions. 
Panai res retlurtious on doit particuilÜnaMinuit reiuarquiu' (udles ([ui s(‘ 
rapporttuH au ras oii riapiation rarartôrist i(|Ut‘ i^st. boiuof.i;iun‘. Alors, 
rouuue je Lai prouvé eu i8*bn riuté^î‘ab‘ sextuple est ^énérabuneut 
redurîibli* a une inte|<rab‘ <juadruple. b'Jb* S(‘ra ïuéun*» <u)uinu‘j(‘ viens 
de b* unnitiau’ dans le préi'édent Méiuoin*, rédurtibb* à uin^ iuté^rab^ 
dtuible. sl la Valeur initiale<Ie la fonetiou pî'ineipab* piauul <uu*taiu(‘S 
ldrîîU‘s partiiualiéres, si, par exempb*, elb^ dépcuid uni(jiuuiHUit. de la 
f!îsî;uuu‘ «Lun point vardableii Lori^iiu^ dt‘S rooialounées, 

l.’nuptu’tanrf* des rédtirtions ([ue je vi<‘ns d(‘ rapp(‘b‘r uda (‘Uf^aj»’(‘ a 
rerliertditu' s’il ne stuaiit pas possible d’obtenir diiaMUauiuuit b's Ibruuibss 
redîfiîes. J’ai ete asstv. biMireux [)our y parv(‘nir. Ou verra daus ce non- 
\eaii Meîiioire que, en s(‘ stu’vaut du raltuil des résidus, on ptuit, non 
seuletuent idîleiiir a\er nue j^raiule la<*ilile la l(Hirtion prîiu’ipab* rau’- 
respruidaule a tuie éijüatiou ditlereutitdle <xai‘ar((‘rislique, mais émanai 
pa‘-st*r de reîte fourtion priiiripale à (*(‘11(‘ (|ui vériti<‘ uuc‘ é(]uatiou 
rararfenOique aux derivees pai’tielbxs, luuuo^u'uu* (Ht non homof>:i‘mu 
rt f*n partiriilier, a Liiite^nde <it)nble on a Lintégrab^ (|uadruple (]ui 
represeïïtt* la fourtion primdpale pour une é<}uati<ui rarartérisliqm* 
b.oïl|o|^ene. 
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MO 


Analyse. 


g I , — Su/' la fo/ictio/i p/'i/icipale qui véi'ijie une équaUoii dlffé/'e/itiellc 

liiiéai/'e. 

Soit F(^) une ibnctioa entière de t du degré n, dans laquelle le coef- 
ticient de t'‘ se réduise à l’unité. Soit en outre gj une fonction principale 
assujettie à vérifier, quel que soit/, l’équation caractéristique 


(0 


F(I)()57=: O, 


et, pour L = O, les conditions 

Ci) OT--0, l.)(G7=:0, ..., Df ■ - fCf O, 


0 désignant une quantité constante. Pour que l’é([uation (i) soit véri¬ 
fiée, il suffira que l’on prenne 

ÜT — 6 '^^ y 


s désignant une racine de l’équation 

( 3 ) \<{s)^Oy 


ou plus généralement 


(a) 


r 




■<-'(( F GO )) 


H pouvant désigner une quantité constante, ou une Ibnctioa entiîua» 
de .V. Comme on aura d’ailleurs, en supposant ni — r, 


O' 


j) 


O, 


et, en remplaçant ni par — i dans la formule précédente. 


— 1 


la valeur de ® donnée par la formule (4) vérifiera évidcminent les con- 



i:\‘ru vi r \:Vi. 


tliliiMis 'nI 1 on \ 

iirînripa!<‘ a-, N»‘ra 


0. Uoîu* la vaiiMir (‘iirrcluN' do la Idnriioîi 



; il. / A ^ J lr< It's > li'r is't't'ü n(frt‘ni dt'S rt/inns 

ft-n l \t‘{/Irt/nn / tV tt tir jHiict irnt Unrait'i' f/r\ rurialdt's 

in A «f • 

Nmi! 

iA / . t , •./ . 

îiîH‘ ÎMîh lînn il«‘ iduNirîU’^- varialdoN a\ r, /, o!!!i!'i’t\ <ln do'ü-o r! 
«iaiîN la«|Jî«*!i«‘ lo «aMdlit’h'ld d<* /'■’ ■-«* i’«*diii .r ;t rnniî?*. Suppu'^oiia d’ail 
l^•u^ •, jHMir !i\rr \r< idta-^^, tjiio Ir . vai’ialdr , ,r. r, /, rrduif(‘s a 

qiiaîr»', r*-ju'*'-ruhuif îroi- cofU'dnuiu'CN riTfaïU'iilaii'»* . lu frujjr:, 

ijiliu, Htîl mu* ruiiohon |trmri|»a!(‘ a-su jtS ( ir a \rrîtin\ (|utd qiir 
/, r«a|uatuui rara«irias{UjUr 

J Fi Ü, , . IF , IF r, 

rî |HMîr / n 1rs rundiîtuHs 

ÎF?a .. 1>; ■ -, D; * » ra i 

Hii |HUirra ai'•ruirnl fîoinrr la \alrur uruiU’alr «Ir ,a si, lr(|uaîiini 
rararfrn v| i,jj|r ««(.iul iuuiurar iir. la Valrur iuiîial»* dr 1),‘ S.,, rrpîa' 

MUiîi's ]Mi' r, W . drpriid Unh|uruiru| d’iîur Idnriuui liuraiia* ili*s 
\,üialdr, . u d » ‘ | j » ' U d a I j f f •r, i, . (Ui '-l'Ir {|nd»aaîf. pai’ (‘\r îu|dr, 

, . , . fi r . 

i , Il dr 1 uaii! dr > sM-iVu îmt iaur-laufs, iMi. cUMjui rr\ira f a U uuunr, 


ia \ .id'Ur ‘!r ; .'î ;UÎ 
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Supposons maintenant que, l’équation caeactéristique étant homo¬ 
gène, la valeur initiale de soit donné(' par la tor- 

imih' (3) ou (4) 

j) =::: -t- Vf -H fï’^) — n(ç). 

La fonction 11 (.r) pourra être décomposée en termes de la Ibrim^ 

le nombre de ces ternies étant Uni ou infini, et l’exposant h de ,r dans 
chaque terme pouvant être réel ou imaginaire, comme je l’ai fait voir 
dans le second ^’olume des Exercices de Malhèmaùques, p. i i 2 ( ' ). On 
pourra donc supposer 

(17) = 

le signe i indiquant une somme relative aux diverses valmirs ipu' h et 
0 peuvmit acquérir. Cela posé, l’équation (4) donni'ra 

( 18 ) m(.r, J, ;) = iL'îe'"?; 


et, comme la valeur de xs, correspondante à la valeur prémulenle de 
xs[x,y,z), sera nécessairement la somme des valeurs de tn ipi’oii 
obtiendrait en substituant successivement les diverses valeiii’s d(' b l'I 
de Odans le si'cond membre de l’équation (iG), on tirera de e.('tl(' éipia- 
tion 


(■9) 


W : 




((E(e,(’, te, w))) 




ou, ce qui revient au même. 


( 20 ) 


ra —Dp" (■- 


<-"((F(«, (>, le, 01))) 


-11(5-+-wO- 


Si l’équation caractéristique cessait d’être homogène, alors, de l’équa¬ 
tion ( 12 ) combinée avec la formule, de Fouricr, ou plutôt avi'c la sui¬ 
vante 

r f“ e}'(^-^)^~'ïl{k)dhdk. 


(1) OEiwres de Cauchy, S. Il, t. Vil 
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2ol 


ou eoncllirait 


Oî.) 


I 

271 , 


r 

e- 


e.zE-iuç-k)v':.in(k) 


((•^)) 




la valeui* de â étant 


( i::! F ( h v/~ Il v'“ 1. Il V— N *0 ’ 

et le signe ^ étant relatiTà la variable auxiliaire s. 


^ lïl. — Sur les foncùo/is principales dont les dérivées offreni des valeurs 
uiil.tales (jtd dépendent seulement d'une fonction entière des variables 
i/alépe/ida/iteSj homogène et du second degré. 


I^es mémos choses étant posées que dans le § II, concevons que la 
valeur initiale x^[œ,y,z) de dépende d’une Ibnction entière de 

.r, ;)% homogène et du second degré. Si, en supposant cette fonction 
loujours |)ositive, on désigne parr sa racine carrée prise positivement, 
on aura 

(i) y, 

la valeur de x étant par exemple de la forme 

I 

1 2 . ) -O ziz { a.r“ -H ]J y- -4- c Z- -f- 2 tl )'G -4- 2 c z.r -h Çpy)-, 

Or la valeur [)récédente de îî:;(.'r, y, :;) pourra être transformée en une 
intégrale double, dont chaque élément, considéré comme fonction de 
. 1 *, y, ;s, dépende seulement d’un trinôme de la forme 

U,1' —H" e )' —}-■ n’-c*. 

si, pour plus (Ir simplicité, on prend 

a = l) = c = i, cl —0 — 1'= 0 , 

le radical ï so réduira au rayon vecteur /• déterminé par la formule 

/• — + y- -H . 


(3) 
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D’ailleurs, si, en nommant f(/-) une fonction quelconque de r, on 
pose 

(4) tir~cosp, (’ = sinpcos»/, «’=: sinp sin»/, 
et, de plus, 

( 5 ) q — a.C-+- vy 4- (T’.;, 

on aura, on vertu d’une formule donnée par M. Poisson en 1819, 


71 Tl ^ TT 

/ f(ç) siiip rfy f//j = 2 K / {{ru)û\\pdp. 


puis on en conclura, en remplaçant f(r) par f'(/’), 

(6) fM-ifc.':)= P r r f.(,) si.,,. 

' "'0 

Donc, si l’on pose 

( 7 ) r(/-) =/•n(/-), 

alors, en ayant égard à la condition 

(8) ri(r) = n(-;-), 


on trouvera 
(9) 




47 t 



f'(s) ?,\\\pdqdp. 


On pourra donc considérer la valeur initiale n(/’) de D''‘'cî comme la 
somme d’un nondore infini de termes, dont chacun dépendra unique¬ 
ment d’une fonction linéaire de x, y, z, savoir, de la variable 


J = 4 - i’ Y 4- (vz. 

La valeur de xs correspondante à la somme de tous ces termes se 
déduira, si l’équation caractéristique devient homogène, de la for¬ 
mule (20) du paragraphe précédent; et, en vertu de cette formule, 
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2S3 


jointe à l’équation (9), 011 aura, dans l’hypothèse admise, 


(ro) 


JjJ =I 


r'’' r P co"-‘f'(g + t.u) 

éîT Jo J„ ((F(«,(>, (v, w) )) 


sin/> dqdp, 


le signe ^ étant relatif à la variable auxiliaire co. Si d’ailleurs on a 
égard à la formule 

CO f q ç - 1 - fj) t ) f ( Ç -4- W i) tzz Ç - 4 - Ci) / ) ïï ( ç "H Cl) i ) |, 

‘on trouvera définitivement 


('0 


CJ —• 


])r^ 

4 TT 


P Ci)^ ^ ( Ç “T* Cl) ^ ) n ( ç - 1 " Cl) t ) 

((F(cc, ir, CD) )) 


sin P dq dp. 


Si, l’équation caractéristique étant toujours homogène, la valeur 
initiale a(.'v,y,z) de D""’w se trouvait représentée, non plus par 
II(r), mais par n('c), alors, à l’aide des formules établies dans le pré¬ 
cédent Mémoire, on obtiendrait l’équation 


(e>.) 


: 


— D*" 

471 ‘ 


r ■ 


^ ( ç -f" Cl) ^ ) H 


g -H wi\ 

“Q J 


C(F(u, e, (f, 0)) )) 


sin/> 

IF' 


dzj dp. 


la valeur de ^ étant 

=; ( abc — atl- — be- — cf* -4- a def ) ■. 

Dans le cas particulier où 

-,0 

se réduit à une fonction homogène de l et do x- h-j- -4- alors 

F(«, e, (f',s) 

devient indépendant de u, e, (v, puisque les formules (Zj.) donnent 

//- -h (>® H- (T'2 = I . 


Donc alors, en vertu de l’équation (G), la formule (i i) donnera 

Cl)"-' (r H- c,)i) n(/’-t- c,)f) -t- (/• — (iti) ll(y‘ — c,)^) 


(i 3 ) ta = 


((F(h, e, (e, &)))) 
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Pareillemenl, si 


J’ 0 


.se réduisait à une fonction homogène de l et de i-, on tirerait de la tor- 
nuile (12), jointe à l’équation (26) du § du précédent Mémoire, 

_ r, 1 (i.-4-&)On(ï. “H w0 — 6)^)ïi('t — {,>/) 

(I4) — 1)/ .* 77 i',---.. - -- 

e, (r-, &) jj) a>- 


Si l’équation caractéristique cessait d’être homogène, alors, en suh- 
stituant à la formule (20) du § II la formule (21) du même paragraphe, 
on obtiendrait pour valeur de la fonction principale ct, non plus uii(‘ 
intégrale double, comme dans la formule (1 i) ou (12), mais une in¬ 
tégrale quadruple ; par exemple, en supposant la valeur initiale 
cî(.-r, y, i:) de représentée par 

n(r)=:n(-e), 

et faisant toujours, pour abréger. 


on trouverait, au lieu de la formule (11), 


(1,5) 

07 :- Jq ^^0 «^-00 «^-00 

la valeur de s étant 


dp dh dk, 


(16) 


S =i F(h« ], hev'— i, Im’V'— i, .ç), 


et le signe ^ étant relatif à la variable auxiliaire s. 

Si Tlx, y, Z, t), sans être homogène, se réduisait à une fonction 
de t et de r, la valeur de s donnée par la formule (16) deviendrait 
indépendante de u, e, w, et, comme on aurait, en vertu de l’équa¬ 
tion (6), 


(>7) 


gh; V-i sin P dq dp — 


sinh /• 


0 


0 
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la lorimile (i 5 ) sc trouverait réduite à la suivante : 


(i8) 



P sinlw f'(k) 
'(( 3 )) 




■-> 


.00 


Celle-ci s’applique particulièrement à la propagation de la lumière 
dans les milieux isotropes, quand on tient compte de la dispersion. 


îi IC. — Déter.niination générale de la fonction principale qui vérilic 
une équation caractéristique aux dérivées partielles. 


la's mêmes choses étant posées que dans le § 11, si la valeur initiale 
CT(.r, y, :-) de D^'w prend une forme quelconque, on pourra du moins 
la transformer en une intégrale triple dont chaque élément dépende 
d’une seule quantité représentée par une fonction de .v, y, z, entière 
et (lu second degré. En effet, d’après une formule établie dans un pré- 
(•éd(mt Mémoire, on aura 


(■) 


y, s) : 



szz(}., n, y) 
(d -h p^y- 


dl d^xclv, 


la valeur de étant 


(C) 


p2 rr (A — x)- -+■ (p —/)■ -t- ('■' — -)S 


('t la lettre £ désignant une quantité positive infiniment petite qui 
devra être définitivement réduite à zéro. Si, dans le cas où l’on consi- 
diu'c A, [ J ., V comme représentant des coordonnées rectangulaires, la 
fonction îrr(A, p-, v) s’iivanouit pour tout point (A, p., v) renfermé dans 
l’intérieur d’un certain volume -<>, on pourra, dans la formule (i), sup¬ 
poser indilléremment la triple intégration étendue, soit à tous les 
points de ce volume, soit à tous les'points de l’espace, c’est-à-dire, à 
foutes les valeurs ré(dles de X, (j., v. 

Concevons maintenant que l’on se propose de calculer la fonction 
[irincipale «. Cette fonction sera une somme d’éléments correspon¬ 
dants aux diverses valeurs initiales de D''~' w qui pourraient être repré¬ 
sentées par les divers éléments de l’intégrale triple comprise dans le 
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second membre de la formule (i). On aura donc 


( 3 ) 



8ro(X, fx, v) dl dfj. dv, 


si l’on nomme a la valeur particulière do rar qui répondrnil à une vab'iii- 
initiale de représentée par le rapport 


£ 

e- -h p- 


Or, pour obtenir cette valeur particulière a, il suffira cb* r('(a)urir à rnne 
des formules (ii) ou (i 5 ) du § III, en y remplaçant la fonction 


par le rapport 


a? n(.r) = f(,r) 


(6--h w'^y-’ 


que l’on peut présenter à volonté sous rune ou Tanin' (b's formes 


IL 




HL 


e- -I- 


et en supposant ç déterminé, non plus par ré(|uation (d) du lit, mais 
par la suivante 


( 4 ) ç — U ( X — \ ) -i— (’ — pL ) -f- ( r ( « — V ), 

attendu que, pour déduire p de /•, il sulfira d(‘ siibsliluer à .r, j, s les 
différences 

— '’o y — p-> - — V. 


En opérant comme on vient de le dire et supposant <Tal)onl ré([ua- 
tion caractéristiqué homogène, on tirera de la fornuib^ (n) du lll 


( 5 ) 


471 


..271 


y. e(e-i-wO . 

((F(^^V’,4,., 0)) )) j-i 


ou, ce qui revient au même. 
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i-l. p;ir stiilc. 


/ / r 

^ IM ./. r, .r, ,.n 


If's valtMii's (!(' //, r, trrlaiil (ouj(Hirs 

* cos/^ r sin/>cns</, n* : . si n/> siiu/, 

f'i lf‘ si'^nr ^ <‘laij{ i*(‘la(il a la vaiaahh* auxiliaiia^ (o. 

Si, au (‘(Hilrairr, l'(M|ua(i()n caraclrîâsfiqiir rrssr (Trlri' hoinoj^^ÎMir 
<Hi (ir(‘ra dr la furnuih' i a du S 111 


./■'■/■ /■ 


• 1. . J. V I 


^ ‘ \y' . .^/h 


la \al(air U(‘ s alaiU 


!•' i I ^ *, 111 ' \ J, 11 




Si 1’ a . r, sv raduisail h uar Idnclioi) d(‘S sriilcs va» 

làaldrs / ui r ^ alors, un parlanl, non pins dr la Inr- 

tindn I I . mais du la formula ; l‘i du III, on (dMiondrail nm‘ vahmr 
dr* a d(*î(u*iniïiri\ non plus par 1 (M|nalion hj, mais par la sni\an((‘ : 

^ M 1* I//, a. M-, s. ( M i;, , ; {y ' i j 

Lnnrr\niis mainlmianl qno. rrilo d(*rnii‘n‘ valrur du a (danl suhsliluôr 
dans la formiilo ’l , on rmnplam' 1rs variabh^s a, v, ronsidrr(M*s 
rufiunr ia*pr«‘srijlanl dos {•ooialoimms t'orlau^ulaiia's, par (1rs (aHHalon- 
nroN pufairrs 

‘•îî [msanî 


/ i '■ 7 %, ’J \ 


J r O ;, 


MO / sm T. 


l.a fdriniilr ’l dtnirudra 


I I I V' siijO^/r J/f/o 
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Calcul intégral. — Note sur la transformation des sonunes d’intégrales. 
C. R., T. Xllf, p. i8i (aG juillet i840- 


Soit donnée, entre deux variables -x, t, une certaine équation 
(i) F(x, O = o> 

que je nommerai l’équation caractéristi([uc. Soient d’aillcur.s 

.Tj 5 .... 


les diverses racines de cette équation résolue par rapport à la va¬ 
riable X, et 

les valeurs particulières do ces racines, correspondantes à unt' valeur 
donnée t de la variable t. Si l’on pose, pour abréger. 


et si l’on désigne par î{x,t) une nouvelle fonction des variabb's x, /, 
on aura, comme je l’ai remarqué dans un précédent Mémoire, 



p t(.r,0tF(.r,0 

^ (F(.^, O.li- 




ou, ce qui revient au même. 


(^) 



î{œ, C)d.c — — / 
J-r 






pourvu que chacune des variables x, l reste fonction continue do. Taulre 
entre les limites de l’intégration. Dans le premier membre de la for- 


(1) Pour plus de simplicité, nous remplacerons désormais les doubles parciUhcses du 
calcul des résidus par deux crochets trapézoïdaux. De plus, à la suite du dernier crochet, 
nous placerons la variable à laquelle so rapporte le signe ainsi que M. Blaiichet Ta (ait 
dans ses derniers Mémoires, en adoptant notre nouvelle notation. 
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taille (2) le signe ^ indique une somme de termes relatifs aux diverses 
racines de l’équation (i). 

Si, dans la tormulc (2), on remplace la fonction f(.r, t) par le rapport 


on Irouvi'ra 

(et 


^(■3?. O 
t)' 


z./ç X 


I' 


f(-e, t) 
'(l'W’» () j. 


•dt. 


Si l('s diverses racines de l’équation (1) reprennent les mêmes valeurs 
pour les (hnix limites ^ et/ de l’intégration relative à la variable /, en 
sorti' (ju’on ait 


(i) 




01 


011 pourra, dans l’équation ( 3 ), faire passer le signe sous le signe/. 
Si d’ailleurs l’éijuation (i) fournit le même nombre de racines, soit 
qu'on la résolvi' par rapport à a;, soit qu’on la résolve par rapport :i / ; 
si, par exempb', F(.x,,!) représente une fonction entière de ,r et de/, 
(|ui soit du même degré par rapport à a? et à t, l’équation ( 3 ) pourra 
s’écrire comme il suit : 




f(.r, 0_ 
01 . 


dt. 


On obtiendra donc alors la formule 


(<>) 


/ ■ '' P 0 

.'l (E(.c,/))( 



r 


d£ “ O, 


dont 1(^ premier membre offre deux termes qui diffèrent l’undiï l’autre, 
('Il Cl' seul point, que l’opération appliquée dans l’un des deux ternies 
à la variable .-r se trouve appliquée dans l’autre à la variable /. 

Au reste, pour que la formule (.'>) ou (6) subsiste, il n’est pas abso- 
lumi'iit nécessaire que les conditions ( 4 ) se trouvent i-emplies. En 
elfel, supposons que la fonction î{æ, t) soit du nombre de celles qui 
s’évanouissi'iit pour des valeurs de la variable æ situées hors de cer- 
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laines limites x = a, x — h; supposons de plus chacune des quan¬ 
tités a, b renfermée : i" entre les limites et ac^ ; 2° entre les limites 
et.r.,, etc. Enfin concevons que toutes les diirérenccs 

■^‘1 * 


étant des quantités de même signe, le signe de chacune d’elles soit 
encore celui de la différence b —a. La formule ( 3 ) pourra être réduite à 


Z 

Jtrnm i. fl 

et par conséquent à 

P h 

(8) r / 



r',. f(.r,n ^ 


-V OJ.C 

dx -j=- 

/•' P f(.r, 0 




di. 


si le nombre des racines de l’équation caractéristique reste le même 
quand on la résout par rapport à .r et ([uand on la résout par rapport 
à t. Or, la fonction î{x,t) s’évanouissant dans l'hypothèse admise hors 
des limites a, b, il est clair que la formule (8) co'incidera exactement 
avec l’équation (5 ). 

Des fonctions qui s’évanouissent toujours hors de certaines limites 
se rencontrent fréquemment dans les problèmes de Pliysiquc mathéma¬ 
tique. On voit avec quelle facilité on piuit étahlir, [lour ce genre de 
fonctions, la formule (8). C’est <à cette circonstance (]ue lient le succès 
de la méthode employée par M. Blaïudiet, dans un récent Mémoire, où 
il applique le calcul des résidus <à la nudierche d’une limite extérieure 
des ondes dont j’avais donné la limite intérieure en t 83 o. 

En terminant cette Note, nous avons (mcorc à faire une remarque 
importante. La formule ( 5 ) suppose que les valeurs de t en æ, tirées de 
l’équation caractéristique, restent fonctions contiiuu's de la variable x 
entre les limites de cette variable représentées par ^ et .r; et que réci¬ 
proquement les valeurs de x en l, tirées de l’équation caractéristique, 
restent fonctions continues de la variabh; i, entre les limites de cette 
variable représentées par 'î et i. C’est ce qui aura cirectiveinent lieu si 
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la variable t est toujours croissante, ou bien toujours décroissante, 
tandis que l’autre variable passe de la limite Ç à la limite x. Mais cette 
même condition n’est plus rigoureusement nécessaire à l’existence de 
la formule (B); et si, pour fixer les idées, on suppose 

alors, pour que la formule (8) subsiste, il suffira évidemment que les 
diverses fonctions de .r, propres à représenter les diverses racines de 
l’équation caractéristique, résolue par rapport à t, soient toujours 
croissantes et renfermées entre les limites': et t, tandis que l’on fera 
passer ,r, par degrés insensibles, de la limite ut à la limite h. D’ailleurs, 
pour qu(' ces racines croissent toujours dans l’intervalle dont il s’agit, 
il sera nécessairci et il suffira que les valeurs de tirées de l’équation 
caractéristique, c’est-<à-dire, l<;s valeurs du rapport 

J),,;F(.r, /) 

se réduisent, pour une valeur quelconque de x comprise entre a et 6, 
à une quantité afiéctée du même signe que la différence b — a. 


13G. 

PiiYSiouE MATHK.MATiom'.. - Mcmoirc sur la surface caractéristique corres¬ 
pondante à un syslèine d'équations linéaires aux dérivées partielles, ci 
sur la surface des ondes. 

C. U.. T. Mil, p. i8i (af) jiiillel i8(i ). 

Ce Mémoire, (|ni sera inséré <m entier dans \(is Exercices d'Analyse c, 
de Idiysique nuii/irinatique ['), est relatif à deux surfaces qui jouent ur 
grand rùb' dans b's (|ue.stions de Physique ou de Mécanique dont L 
solution dé[)end d’un sysièine d’équations linéaires aux dérivées par- 
li(dles et à coefficients eonstanls. 


( ‘ ) ()/ùivrrx de ('fturln\ S. ïï, T. XIL 


COM P 1 î.s II KM» I > n r I, \ n km i k. 


La fpi<* i‘‘ li^nuut- la (Uirdrif'nsii^fiit\ (‘sî 

r(‘ll<‘qui st‘ ivmwr rrprcsruhM* [mi ri‘t|iiaiinu rarartrnstiqîir 
quand ou \ iauiiplarr Ir- did'iwr-. |»arfudlf- d*“s ilnrrs nrilrt’s, rnlati\t*s 
an\ variald<‘> iiiihqMUulaufn, q. /, (»ar li^-^ pilis^auras «li*s divnrs 

nrdîrs du innurs ou iald«'N i'.ui-Hhlcrrrs ruiuiüf* oqu'fNcnîanî îrnîN 

au(H*dnîini‘(‘s rnnîanuuiairr- r{ 1»* îauq»’*. 

La snnninln anrlarr rst j]U>* !‘nli inuniur îa w//A/-v ,/f \ (f/aif s, rt 

qui» (huis îUi unuoruu'Hl ^aiiqd»\ [‘«U'^-rMauL *ni Ir- dnïaT% dr^ \îluaî“ 
fuHi^ înalri'ulaua'- dtuuriiia-uî . ..n j.uiU' . îoii. hr, an IhuîÎ tldni !tnnj»N 
,|{nd«aun]îU‘/* dr-^ nli*L* idaîtr-., ! nlilii iu^'lil nuîirr., *1 1 \ri-anïii‘îit lUrli 
!h’«‘s sur tmi’^ |daH"-’ r«'‘îanaulana“’, lu.ii an juannnu' îiîNÎaiil 

ddiii luùnir vvnlvi' (»rn^ puiir nrn, un* rtnrrduîuua*- . 

Ja iluiunn daio It* iiaraura|dn* |n«nnn‘r<L- rr Nlrnnnon \vs innyaro 

(Lohl iUÙr p^i‘Uara!«*nn‘îil [ t'quaînnj «L* Lt Uirfaar *l*-s (îiidnN. 

J n niuîi t n * d a 11 la %( aa nul pa îa *. la | du* la r» d a t U Ui "• d n/ î n ‘ • d n i r i n a l f | î l r 
qui r\i‘-fnnî <‘Utia‘ la siulaia' raîSn Cui* fiqur r! la “.îu laar dns nndrN, v\ 
i'nialdls nu paîluulhT lf'.j(i>qi‘^ (imu n.i\aîjtrs 

1^1 ,,j;j ^JJ C Si !d d U/n fflîiiitidi 

SI- t'haiîiir fiî uirSi'i . u/n*7. rmpiuipd-fdfdi id sar/d^'r 
St t'IllîU Id'di t il ii* ^ 

il rnsîîlîn uninndiatl•^n*u^ dn « r tlnauannn qun, 1 rqiiaînui d*‘ la sin* 
lata* dt*s lunlns tUaiiî ilnum-r. nu |truî m dr inio* riajUaîiun raoninî is 
îiqîun îunouiuailf un** fduuînatnut sriuldald»* a rrll?* par la<jü*dl«* «ut 
passt* ilr la Msauîdi’ nquaîtHu a Lî piauturri*. 

Tin ulU.MU H. ijU’Mjîît' l iijït ittufi t'fti tlflt î isibjUr' t Ki , Ifs 

\ ^ i\ ait lit s t/t l ttnuiiit , tia l^ttUi t/u i, a tlfH r pttmis t'uit’t's- 

pttiitldiiis tlf lit Mil ftît'r t'eiittt'h nsiit/fit 1 1 t{t lu Mirftiff tir\ jdiiissi’ni 

fit* n’lit* pniprivii^ ijiit rliiinin tl t u r, i/itiliipltt ptn iti prtÿt tdudi i/r / imiit' 
sur liii-invmt\ fhninil un pntthni tsmsidni c^ni im tnrrf #/a /. 

' • J l,i*H îIh'mî'»’{!»»•'■• qa*' ru-ait/.-ij ni Uraar-s'lU Lij-i.s-|iMvu! Ua |**î.fiiiîa*-«* 

t’tmuurH. t‘l sUH‘î*!l«aiaiil «!»• ‘'«■a»'' ^ ,h «aauA‘-»‘N »|4a?i !«' ^luiirîin U»* M. «t*’ |■«'fll'*H4r 

‘ .l'ii’il iH'a» i. Ct'Ih' r«*în,iî»|a»'. 4 «t t|fi a u..a.iîî, |*.ir uiàf‘!i|iît*''' 

i*t an parlit’ulirr |»ar M. Ilî.iuahri, ail»' lia IrMU^r nuanrra îpilîa |iiîr! 
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Il résulte de ce théorème que les quatre points qui représentent les 
extrémités des deux rayons vecteurs et les projections de l’extrémité de 
l’un sur l’autre se trouvent placés sur une même circonférence de cercle. 

Tiiéokème III. — Etanidonnèun système cVéquations aiLx dérivées par¬ 
tielles qui conduit à une équation caractéristique homogène, pour déduire 
la surface des ondes de la surface caractéristique, ou réciproquement, il 
suffit de poT'ler, sur chaque rayon vecteur mené de l’origine à l’une des 
deux surfaces, une longueur représentée par le rapport entre le carré du 
temps et ce même rayon t'ecteur; puis de faire passer par l’extrémité de 
cette longueur un plan perpendiculaire à ce rayon. Vautre surface sera 
celle que le plan dont il s'agit touchera constamment dans les diverses posi¬ 
tions qu'il peut acquérir. 

.le joins ici <jucl(iues-unes d(‘S formules établies dans les deux para- 
jjfraplu's du Ménioirc. 

Anacysh. 

^ 1 . — Considérations gétiérales. 

Soit 

(.) F(l).,,l),,.,lK,l),)ro = o 

ré(iuation c,aractéristi(iuc. doniu'u', x, y, z, t désignant trois coordon 
nées r(M‘(augulaires cl le. temps. L’équation delà surface caractéristiqu 
s('ra 

(•>,) O-'O» 

et, pour ohlcnir ré(iuatiou de la surface des ondes, il suffira d’éliminc 

a, V, tr 

('Uli'i'. 1('S formules 

(3) S-.= o, 

( ^ U ./• ~\- v y -h srz s t -.rz o, 

./• y __ ^ 

i)„s i)7s ~ 

la valeur d(' S élanl 

((;) S r-, F(«, c, 

34 


OMitms dv I, t. VU 
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et les rapports 


Il (’ tï’ 

— J "3 — 

S S S 


étant supposés réels, clans le cas même où u, r, ir, .v (leviennc'iit iniai>i- 
naires. Lorscjue la Ibnction F(m,7, n’est pas iioinogèue, .v reste 
clans l’équation de la surface des ondes, e( les diinciiisions de ca'ttc' sur¬ 
face varient généralement avec s. 

Lorsque la fonction F(.r, j,,?,/) devient liomogi-iu', s se trouve éli¬ 
minée avec ii, (ï’, et disparait de; l’éc|uation d(( la siirlacui des ondc^s. 
On peut donc alors donnerà .v une valmir arhitraii’e, (‘t, en posant 

■v 


on peut remplacer ii, e, (v par l(‘s coordonnéc's d’un poini situé sur la 
surface. caractéristiqu('. Si l’on nomim^ 

X, y, 7 . 

ces coordonnées, afin (h; les distinguer des eoordonnéc's ,r, y, z d’un 
point situé sur la surfaces dcis ondes, on vc'rra Ic^s éciualions (,')), (./|), 
( 5 ) se récluir(‘. à 

S := i>, 

) x.r-hy K-t-ZJ-1-ü, 

(7) 1 

:L «L ^ 

i DkS i)yS n7s’ 

la valeur de S étant 

(8) S“F(x,y, Z, /). 


§ ïl. — Rapports qui existent entre la surface caracteristiqua et la surface 
des ondes^ dans le cas ou R équation caractéristuiuc devient /lainopcne. 

Soient, dans le cas que Ton considiuas 

(0 S=:0 el >)■_„:() 

les équations de la surface caractéristique et d(^ la sind‘a(‘(‘ (l(‘s ondes; 
alors 


S~F(x,y,z, O 01 
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sol'ont deux fonctions homogènes de t et des coordonnées 

.y> Z, ou X, y, Z. 

Alors aussi les coordonnées, relatives à doux points correspondants 
des d(‘ux surlaees, seront liées entre elles par les équations 

(■'.) x.c-h y,r-I-z:: 

rit "- 

^ i),s i»j.s [).,.«■'1),.s j).;s‘ 

Soient mainfenant v, /■ les rayons vecteurs menés de l’origine aux 
poinis (x, y, z) ('( (•»■,_)% z) d(xs deux surlaca's, et o l’angle aigu compris 
(‘n(r(M'(‘s rayons vee.t(uirs. L’é([uation ( 2 ) donnera 

(Vj) /-V (‘OSO ”i: 

(‘l, (‘Il v(‘iiii (!(‘s r()rnnil(‘s ('>), 1(‘ plan lan^inil inenrii l’une des siirlaces 
pai‘ r(‘x(r('‘mi{('‘ (!(‘ run (1(‘ (‘(‘s l'ayons vim'Umiî's sera piM'pendiculaire à 
l’aulîM' rayon. 

Os r(Mnai'(HU‘s (‘ntraiinnil l(‘s llHMireirn^s piau'édinninont énoncés. . 
Ajoulons (|n(\ si Ton eonsid(M‘(‘ / (‘.onnn(‘ unc^ Ibnetion de x, y, z dé- 
t(‘rininé(‘ par ré(|na(ion S o, on 

['{\, y, z, /) -.i-. O, 

(‘,(‘ll(‘ IbiK'lion vérili(‘ra réipialion aux dillerinuM^s parliclles 

.1(1)^/. i)y/, î),^ - l) -- O. 


i:i 7 . 

PiiYsioUK MATHHMATKU'i:. - - Mc/iion'c siir I c/Hploi (Ics foticlioiisprincipales, 
rcprcst'ntvrs par des uilci^ralcs dcfuncs doubles, dans la recherche de la 
fonne des ondes ,vo//o/Y'.v, lufnifieus(\s^ ele, 

{]. H., ‘ï. XIII, 1». i8<S ( v.() juill(‘.l 18 1 O. 

L(‘s iüféjijrah's <|n<‘ j'ai donn(‘(*s, dans la derni(‘r(‘ séance, pour les 
sysl(*uH‘s (PiMinations aux dillei’encaîs parlicdles, sont éniineniment 
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propres à faire connaître les diverses circonstances des mouvements 
que ces équations peuvent représenter dans un problème de Pliysiqiu' 
ou de Mécanique. Je montrerai, dans une suite de Mémoires, comment 
on peut déduire de ces mêmes intégrales les lois d’un grand nombre de 
phénomènes que j’ai analysés d’une autre manière à diverses époques, 
et en particulier les lois de la polarisation, de la dispersion, de la dif¬ 
fraction, dans la théorie de la lumière. Je me bornerai aujourd’bui à 
la détermination générale de la forme des ondes qui se propagent dans 
l’espace, quand la fonction principale doit vérifier une équation carac¬ 
téristique homogime. J’avais [u'ouvé, en i 83 o, que cette fonction prin¬ 
cipale peut être réduife ;i une intégrale quadruple. J’ai obtenu, dans 
la dernière séance, une réduction nouvelle, en supposant ta valeur 
initiale de la fonction principale décomposée en plusieurs parties, 
dont chacune dépend uniquement de la distance à un centre fixe; e( 
j’ai donné en outre un moyen de trouver directement l’intégrale double 
à laquelle cette supposition m’a conduit. On v(U‘ra, dans ce nouveau 
Mémoire, avec (juelle facilité l’intégrale double dont il s’agit fournit 
d’une part la limite intérieure d(^s omb'S telle ([ue je; l’avais déterminée 
en i 83 o, et d’autre part une limite extéri(‘ure du genia^ de celh' ([u’a 
obtenue dernièrement M. Blanchet. 


Anai.vsk. 


§ l. — Limile intérieure des ondes représentées par nue équation 

CCI / r/c lérhtiqu e. 

Prenons pour variables indépendantes trois coordonnées rectangu¬ 
laires X, y, Z et le temps i. Soit d’ailleurs 

-, O 

une fonction de ces variables indépendantes, entière, homogène, et du 
degré n. Enfin, soient 

r — \/.E- -t- JK" -1- 

la distance du point (.r,j, z) à l’origine, et w une fonction principale 
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assujettie ; i° à vérifiei*, quel que soit t, l’équation caractéristique 
(l) F(Da:.I)y,B-, D,)®=:o; 

2 '' à vérifier, pour t — o, les conditions 

(o.) W:-=0, l)^ro=::0, D'/“^ro = 0, W = II (/‘). 

Ou aura, coimue nous l’avons prouvé dans la dernière séance. 


(:0 



+ MpIIts + CoQ 
(F (K, (T-, w)]„> 


^\i\pdq dp, 


1('S valeurs d(' u, r, ir, ç étaul 


// <‘,OS/>, 


; üi\p COS7, iT’ — sinp sinq, 

l/.r ~i~ Vy -h iV.G. 


Doue la valeur j^éuéralcMle D" ’rrïsera 


d;' 'w 


, ^^ r y ,, M "--2 (ç - 1 - « 0IMsiii P dg dp, 

l 7: ^ ^ ' 7 ’, 0 ) ) )(O 


(!l. il (‘St aisé d(‘ s’assurer (jiK' cette valeur générale remplit, comme 
(‘.(‘la (l(‘vait étr(‘, la eoudiliou de. se réduire .‘à n(r) peue une valeur 
uull(‘ de !• 


HUI*' ‘ • 

Supposons luaiuteuaul (jue la valeur initiale de représenter 

|)ar II (ri, n’ait d(‘ vah'ur s(‘usil»l(ï (|U(‘. dans le voisinage de 1 origine des 
,.„(,r(louué(‘s, (‘U sort(‘ (m’elle s’évanouisse constamment quand la va- 
,uiméri(iu(‘ de r n’est pas très petite. .L’intégrale double qui,-eii 
V(‘rtu (t(‘ la Ibnuub' (ti), représente, au bout du temps l,h valeur do 
D" 'a, (‘t uiéiu(‘ e<‘lle opii l■eprés(Ult.(!ra la valeur de D" "O, se rédui 
niut évidemment à /.ém si l.‘.s valeurs de .r,r, sont sensiblement dif 
rén‘ut(‘S de e(‘ll(‘s (pii permett(‘ut de vérifier rtupiation 
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Or celte dernière équation représente un plan dont la position varie 
dans l’espace avec les valeurs des coefficientse, (p; et la surfoce, que 
touche ce plan dans toutes les positions qu’il peut acquérir au bout du 
t(‘iiips t, est précisément celle que nous avons nommée surface des 
ondes. On peut ({ono énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Si le phènomme qui dépend de la 'valeur de D"" ‘ rrr, et 
paraît ou disparaît avec elle, nest primühement sensible que dans un 
espace infuiinient petit, qui renferme F origine des coordonnées, il ne sera 
sensible au bout du temps t que dans F intérieur de la surface des ondes. 

Si l’espace, dans lequel le même phénomène était primitivement sen¬ 
sible, cessait d’étre infiniment petit et se trouvait renfeiané dans un(‘ 
certaine enveloppe, alors, pour obtenir la surface dans l’intérienr d(‘ 
laquelle il disparaîtrait au bout du temps t, il suffirait de décomposer la 
valeur initiale de en parties dont cliacunc serait uniquement 

smisible dans l’intérieur d’une sphère infiniment petite, et représentée' 
par une fonction de la distance au centre de la sphère. Celte décompo¬ 
sition pouvant toujours s’elïèctuer en verlu des forinules qui' j’ai don¬ 
nées dans les séanci's précédentes, on déduira immédiatennmt du 
théorème 1 la proposition suivante : 

Théorème II. — Si le phénomène qui dépend de la valeur de !)""' tu, et 
paraît ou disparaît acec elle, riest piimitivement sensible que dans un 
volume fini terminé par une certedne enveloppe, pour obtenir la surface 
dans F intérieur de laquelle ce même phénomène disparaîtra, au bout du 
temps t, il suffira de transporter cette enveloppe dans F espace, de manière 
que chacun de ses points décrive une droite égale et parallèle au. rayon 
vecteur OA mené de F origine O des coordonnées èi un point quelconque A 
de la surface des ondes qui aurait celte origine pour centre. La surface 
cherchée sera la moins étendue de celles (jue limitera de toutes parts Fen- 
çeloppe ainsi transportée, dans les diverses positions qièelle pourra prendre , 
eu égard aux diverses nositions du point A. 
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^ ii. Liaiiit' t'j'lrrit'iirr des o/idrs i't'i>rrs<"n(rrs pt(r imr ('(futfiion 
(Utitf iir h<)!}U)p'rnt\ 

(loîjsidéroîis (I<‘ n()iiv(‘au la IdiK'lioü principale <o (Iclcriniiiéc par la 
fornînl(‘1 i dn !, (‘'<‘s(-à“dir*(‘, par rc{|ua(ion 


1^/' i’-: ■ iM/ i . 


i I 


1 Im tt, \\ \r, M ) 1 


in /> tlif ^//^ 


dans hnpudh' on a 


n (Mis/n r sin/M*nsy, U' sin/^snif/. 


U X c ) ' w' :. 


Si ion pose, |)onr ahre^an*» 


alors, aux div(‘rscs valeurs <lc o) considéré (’onune racine deré(|ua(ion 

I 7 î F( //, i\ te, fti ) O, 

corrt^spondianU au(an( de valeurs de.v<]ui véial’un’onl la Idmiule 
i U I F t e/, i 7 , o 7 , V ) n, 

t*l reqnalion *) poniu’a s'écrire connue il sinl 


t . . , / ’ / * I* V I!t A I . . - 

/ / c IM 


a valeur de* , éîanl 


s F» ///, t 7 , te/, ,v ^} 


r.oîHîne on aura d aüleurs ^«‘ueraunninil 


j j /{ 


attendu que e, o' chan^^enl tic si^ne av(‘c sim/ t‘t co>f/ (piainl on fait 
crtïiîre ou diîuiniu’r l'anuh* tj de la d<uni-cir('onreî*eïn‘t‘ t:, il t^sl <dair 
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que, dans la formule (8), on pourra changer les signes de e, w, et sup¬ 
poser en conséquence 

. l__ _(^—_ 

cS F(ut, — t'i, — iyi,s — ç,)’ 

la valeur ç, étant 


(lo) ç^—z/x’ — yy—ir^. 

11 y a plus : on pouiu'a substituer dans la formule (7), non seulement 
l’une quelconque des valeurs de ^ fournies par les é(fuations (8) ou (9), 
mais aussi la moyenne entre ces deux valeurs, savoir 


('O 


I 


y r (■? — s)"~~ _ 

2 [_F(?<i, (’C (vC s — ç) 


_ 

F ( U/:, — ci, — ii'C .V — ç, ) 


Or cette dernière valeur de | sera une fonction rationnelle, <le /i, e, iv ({ui 
ne sera point altérée quand on y remplacera e par -- e, (‘tte pai- oi’; 
et puisque, en vertu des formules (2), on aura 

.1 j- 

(12) (’=: (r— ?«-)'■“ cos <7, (r’=.(i—«' 9 'siiw/, 

il est clair que lo second membre de la formule (i i), considéré coninn* 
fonction deu et de l’angle <7, sera une fonction rationmdle (b' u. ()np(uit 
même observer que ce second membre, après la réduction d('s deux 
fractions qu’il renferme au même dénomina((uir, sera nqjrésenté par 
une fraction nouvelle dont le dénominateur et le numérat(uir seront, 
eu égard aux formules (12), le premier du degré 2//, rl. le seatond du 
degré 211—2 par rapporta la variable «. Il suit immédiatement d('(■.ett(‘ 
observation que la valeur de déterminée par la formule (ii) (d h^s 
équations (ra), vérifiera la condition 


(i3) 


F-J- 


O. 


Remarquons d’ailleurs que la formule (7) pourra s’écrire comme il suit 


(i 4 ) 



tdpdif. 



K\TU VIT 137. 


*i7a 

Soit iua,iîU(Miaaf rl(‘ l'avan auaiâ <la Poîa^'iiH^ au poinl A (|ui 

a [HMir unort!uiuHM‘s r(‘(*(arii‘‘ulair(‘s .t\ \\ Ou aîira 

r i y ' ^ 

I)t* plus, ou puuia'a ('uusidûiau* lus <[uau(ilûs /), (j cuniUK^ rt'prustuiîauf 
<lru\ d(‘S runrdouuOs pulair(‘s d’uu ati{r(‘ puiul B silu(\ a ruuilc* <lu 
dislaucu <h‘ l'urii^iuu, sur un rayuii vu<‘(<Mn’ (jui ioriuurail avru lu <l(uui 
a\(* (l(ss .r pnsiliv(*s Tau^lu p, <*( <laus un plan (pu, passant par uu rayuu 
\uu((‘Uï‘, loriiuu’ail avuu lu plan dus .r, p' l’aii^lu ^/, (!ula posû, uuîu* 
îuuus 0 Tau^lu (‘oiupris «*u(ru l(‘s rayons V(‘u|rin*s OA, Olî, Ou haunura 

H ■> I s 

u\ par suîiu rucpialitui ] douinuai 

1 IO . s / roN *.1 /, 

iMiliu, si i’(Hi utunuiu Pan^lu foriuù par lu ra\on \uiitMH’ /’ a\ur l’asu 
d(*s .r, ut f/ I i Tau^lu Idrruû par lu plaît tpîi runlunuu uul a\t‘ (*l uu 
rayoîi îiV(U‘ lu plan dus n\ \\ <tît aura uviduinunutt 

.r r P / nIiî ^ cosi Y ! eu .• /■ sin in i »/ ' i» 

ul par suiti* la Inrunilu d «lomnu’a 

v; /• M’4,, rt ^ in i'« «'S'. !> i n/« 1. 

puis (Ul (uuK’lura du uuitu d{‘î’uiur<% uuiupanu» ii r(u[ualinu i '> , 

tt "« TfKS ' -^in . <’n-' >in 

Suppnsnus it prûsuut : I” (Jiu* la Inuutinti 1 ! V suif InupMirs uullu, 
rxuuptt* untru lus liniitus 

' » V 

' dusi^nant un îuuuhru îrûs pufit; u” (juu l’un anrilun* a la \arialdu i 
uîiu \ aluur pusiîi\U fîvs uuusiduraldiu Alnrs la l’ouut iuu 11 v s’nv anuuira 
tnu’puu's (juaiid la ^aiuui' tnnuûriijîu* du s ni* s«‘ra pas tri*s puîitu. IPaïf 
lr*ur>./” ufaiiî lia^s prand avu<- .r, la \aluur du .v depuaninur par Idupi.n 

f / I. s • ' f ( . ' s. !, { \ l. * ^ 
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tion (i6), et que l’on peut mettre sous la forme 

/ O A 

/•f coso ~jr h 


ne pourra devenir très petite qu’avec le binôme 

-s a)l 
COS cl H-5 


et par conséquent avec coso, puisque, r étant très grand, y 
voisin de zéro. Ainsi, dans l’hypothèse admise, lorsque la valeur dt- .v 
donnée par l’équation (iG) fournira une valeur de ir (.0 dilférente. d(' 
zéro, on aura sensiblement 


(i8) 


COSÔ = O, 


et, en vertu de la formule (i 7), 


(‘9) 


COS/; 

— sincî cost cos 9 


(cos“9 -h si 11-9 cos- 0“ 


attendu que sin/? et coso seront positifs. Il est aisé d’en conclure (pK' 
cette valeur de s sera généralement croissante avec ta variabh? 


1/ — cosp. 

En effet, on tirera des formules (16) et (17) 

Dp.5 = r {— cosffl sin p -t- sinç cos i cos p) ■+■ l D,,r,i, 

ou à très peu près, eu égard à la formule (19), 

r t ' 

(20) D;,s = —/■ (cos’^ç 4-sin-ç cos-t)‘—pib''’' ’’ 

et, comme la valeur précédente de sera évidemment négative pour 
de très grandes valeurs de r, si conserve toujours une valeur tinie, 
il en résulte que la valeur correspondante de 

(2t) D„«t=—sinpD/,,9 


sera généralement positive. Cette conclusion subsistant dans le cas 
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lui'iiif nii f. ir chuuj^^cnl (h* si^iic, cf où ç s(^ (rouvo rt'inpliico [cir ç , 
jifiil alVu'iiH'i'(jiio, pour (!(' (i-i's j^randos vahuirs |)osi(ivos (!<' .r, h'.s 
l(‘nr> (le .V, pour lt'S([U(‘ll('s ll(.vj uo s’ôvanouira pas, croîtroul, daiu 
tonuulo I V. :iV(‘c la varialth' n. Doue alors, ou sul)sti(iiaul à la 
l'ialdo II la variahlo .v. ou aura, ou V(M'Iu d(! la forumlo (<S ) do la pap;<‘ 2' 


t • ' I 





r 

c 


sUis) 


/ (//> f/.S% 


puis, <Mi <*^4ar(l ;i l’t'*(|üa(i<ni 

i 1 rj i>. 


A jnultHis qur rr(|ualit)u : :>/! j (‘on(inut^ra (li‘suhsist(‘r tant la val 
t!i* l),_v M*ra [MKsiliVi* cutrt' h^s ruuil(‘.s 

1 * J '■ .V vV C. 

Ihuir, si .. ruiîuiu* (Ui 1 (* siippust», (‘sl sansihhaïK'iil nul, la lorinJ 
printMpala ra s'rvannuira au huut du (niups /, (ani (pu» la val<Mir p 
ti\r da r srra pas assaz pu(it(‘ pour (ju<‘ Ton ail simullainuunni 

f » } s M, I),, .V O. 

f,a prainii'rc* di»s rqualnuis 'ïf)} (|ui, (‘U varia d(*s lüïanulns {'> : ci 

<r ï’rîiuîî a 

l'st pi oi’iM'uii'Ul roqualiou ou .r, _r, (pii ropirsoufo, au lioul du (oui| 
1111 plan laii^oiit :i lu surfaoo dos oudos, ol porpoudioulairi' à la dr 
doiil oliaipio [loiut ropoud aux doux ooordoiuu’os polairos /> ol tj. ( 
po>c, l'iMpialioii ou r, y. z, /, pi'oduilo par lù'diiuiualiou do .r oulia 
toniiuli’' '’i . roprosoulora (''vidouuuouf. [lour uuo valeur doniioi 
l’auizlo y, la surlaoo r\liudri(juo oirrousc.rilo à la surl'aoo dos uudo: 
dont la aoiioralrii-o sera parallidi' au plan ipii, passant par I 
df> r, fiiriuiTail l’aui^lo y avoo le plan dos .r, y. Il ou rosiillo ip 
plu- ’^raudo df- \alour- po-itivos do .o, ipù poruu'Itrout aux 
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mules (^o) de subsister simultanément, serai abscisse du plan perpen¬ 
diculaire à l’axe des x, et qui touchera les diverses surfaces cylin¬ 
driques de ce genre, correspondantes aux diverses valeui'S de 1 angle q. 
En d’autres termes, cette plus grande valeur de æ- sera l’abscisse du 
{rointde la surface des ondes le plus éloigne du plan des y, dans 
sens des ic positives. D’ailleurs, la surface des ondes, correspon(lant(‘ 
à une équation caractéristique homogène, présente, comme il est laeile 
de s’en assurer, une forme et des dimensions indépendantes des dinu'- 
tions attribuées aux axes rectangulaires des x, y, Donc, ndativa'- 
mentà cette surface, le demi-axe des x positives peut avoir nin^ dirt'c- 
tion quelconque; et ce que nous avons dit suffit pour démontrer (jue 
les deux plans qui, étant parallèles à un plan donné arbitrairement, 
limiteront, au bout du temps t, la sux’face des ondes de part et d’autrc' 
de l’origine, limiteront aussi, à la même époque, l’espace en dehors 
duquel la fonction principale o sera constamment nulle. Donc la 
fonction principale ® s’évanouira toujours en dehors de la plus 
grande nappe de la surface des ondes, si cette plus grande nappe est 
une surface convexe. Si le contraire arrive, on pourra du moins 
affirmer que la fonction principale ® s’évanouira en dehors de la sur¬ 
face qu’on obtiendrait en conservant les portions saillantes d(^ la sur¬ 
face des ondes, et substituant aux portions rentrantes de cetb; ménu' 
surface des portions de surface développables dont chaque génératrice, 
extérieure à la surface des ondes, la toucherait en deux points diffé¬ 
rents. Ces conclusions s’accordent avec celles qu’a obtenues M. Blan- 
chet en appliquant le calcul des résidus à la détermination des inté¬ 
grales triples auxquelles il avait réduit les intégrales quadruples (lue 
nous avons citées dans un précédent Mémoire. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la valeur de D^,oj, 
tirée de 1 équation (o), restait toujours finie. Pour étendre les conclu¬ 
sions que nous avons obtenues au cas où cette condition n’est pas 
satisfaite, on pourra recourir à la théorie des intégrales singulières. 
L est ce que nous montrerons dans un autre Article, où nous recher¬ 
cherons aussi ce que devient la fonction principale, quand la nappi' 



EXTRAIT N- t:m. 


Û77 

Î*\îrrî<‘iiî“«‘ des «uult*s iTesî pîis lt‘s [xulioiis i’(‘îi(raîU,es 

de et‘ttr îuippe eî lf‘s |KH*tions de surfa(‘(‘s dévelo|)pal)h‘S dont nous 

uXiiUs pâlie. 

I/eiiudoppr de l’e>|uuu‘ eu dtdiors diKpiel s’évauouil, au bout du 
leiiips/. une fouetiiui prineipat{% doul la vahuir u'élail pr'nuiiiv(uueuf 
seîiNî!»lf‘ (|Ui‘ diius le voisiaa^i^ d'un point, (‘st (‘e (|u’on peu! noïunuM* la 
suri’aer exîtu'ienre ilTine ninle priiuitiviMîHUit eoneentréi^ (Ui (u^ |)oinl. 
!>!!(* sîîîiaee eîant eonnut% <ui lui dtuluiî’a la suiia(‘e (‘xléri(MU*(‘(ruuc 
unde priuîilneîuenî renferinet» <lans un volunH‘ fini, ii Taiih^ d(‘ la e.on- 
stnuiion ueoineîriijîn» indiquée dans 1(‘ théorinne 11 du 1- 


i;iH. 

iliiMi îHs lusîîiis. Hilppori sur tin Mrniuirr dv Oltramari^, 
rriudf au vairul r/r.v rrsù/tis, 

IL, i. Xilï, |»« *0^*» <iHin. 

LVAeaflénde nous a ehar>!as, M. Stunn (‘I moi, i\v lui r(Midr(M‘omp( 
d‘un \lemnire pî'esentë par M.Ollramare, el quia pour {liir : lUrhrrclu 
sur It^ mlrul drs n'sidus. On sait qnr les prin<*ip{‘S d(‘ cr noinauui ealeul 
dr\«dnppes par l’un de mm^ en iHad, <mt été, dtqmis 
appliques, non Neulemeiit il rintéi^ratiou d(‘S éijuatious linéair(‘s <‘l, à I 
sulîiîiiui de*, pnddemes di* IMivsiipie mathématiqm‘, mais eneor(‘ à I 
«leîrrminaîion de*. inîf»*^rales delini(*set a diverses (|Ut‘s(ions d Analyse 
moî par rauteur lui-méme, soit par d aulr(*s j^ammelres, parmi h‘s<pi(‘ 
tut ilt»it distiimuor M\L Tortidini, lUi'helol , Ostro^^radsky (‘1 Boi 
iiiakiiwski. I.eN reeherelies tle M, Oltramare sont priueipalmmml rel; 
!i\r*. aî!\ projH’iefes dont jouissfml, dans le ealeul d(‘S laesidus, dm 
riiiirtioii> i'nvrrsrs t’uue ilt* Tautn^, e'(‘stdi«*dire deux varialdixs dont eh 
l’une est deîerinineo en Idmiion de l'aufre par um‘ éipiatiou al^mhriip 
un iiirint* îraUHrendanle. Parmi 1<‘S theorimnes qtféfahlit M. Ollramar 
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nous en citerons d’abord un qui se rapporte au cas où l’équation don¬ 
née est algébrique, et qui se trouve énoncé dans les termes suivants : 

est une fonction quelconque de la variable z, uniforme ou mul¬ 
tiforme, donnée par une équation algébrique, et qui, pour des valeurs infi¬ 
nies réelles ou imaginaires de z, conserve une valeurfinie, le résidu inté¬ 
gral de la somme des valeurs de cette fonction sera précisément égal au 
résidu intégral de la somme des valeurs de sa fonction inverse. 

M. Oltramare observe avec raison que le théorème s’étend au cas 
même où l’on remplacerait la fonction inverse de par ce qu’il 
nomme la fonction inverse de seconde- espèce, c’est-à-dire, pour parlei* 
exactement, par la fonction inverse de la somme des valeurs de ç(-). 

La démonstration que donne M. Oltramare du théorème énoncé se 
déduit rigoureusement de la règle établie pour la détermination du 
résidu intégral d’une fonction, à la page i34 du premier Volume des 
Exercices de Mathématiques ('). On pourrait même simplifier cette 
démonstration, comme nous allons le faire voir. 

Considérons une équation algébrique entre x et y, dont le premier 
membre soit une fonction entière du degré m par rapport à x, du degré 
n par rapport à/ et du degré m -h n par rapport au système des deux 
variables; ce qui exige que le coefficient du terme proportionnel à .r'" 
et à y" ne s’évanouisse pas. En vertu de la règle que je rappelais tout à 
l’heure, le résidu intégral de la somme des valeurs de x considéré 
comme fonction de t et le résidu intégral de la somme des valeurs de t 
considéré comme fonction de æ;, dépendront uniquement l’un et l’autre 
des coefficients des quatre termes qui renfermeront les puissances x"^ ou 
-r'"-' dea;, ety" ouj"~‘ de/. Donc, quels que soient les nombres m et«, 
ces résidus conserveront les valeurs qu’ils prendraient si les coeffi¬ 
cients de ces quatre termes subsistaient seuls, tous les autres coeffi¬ 
cients étant nuis; ce qui permettrait de réduire l’équation donnée ;i 
une équation du premier degré en a? et/, ou de la forme 

Axy -h Bæ; 4- C/ -(- 1) = O. 

(^) OEui’res de Cauchy, S. [ï, T. VI, p. 169. 
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Mais alors chacun des deux résidus dont il s’agit se réduirait au rapport 

RC —AD 
A-' 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Deux variables x, y étant déterminées, l'une en fonction de l’autre, 
pai une emiaiion algehi'icjue, dans laquelle un même terme renferme à la 
fois la puissance la plus élevée de x et la puissance la plus élevée de y, le 
résidu intégral de la somme des valeurs de x, et le résidu intégral de la 
somme des t'aleurs de y, seront égaux entre eux, et dépendront des coeffi¬ 
cients des quatre termes qui renfermeront la puissance x’"- ou x^-' de x 
avec la puissance y'‘ ou y'‘~' de y. Ils resteront donc invariables, si, sans 
altérer ces quatre coefficients, on fait varier tous les autres ou même les 
nombres entiers m et n. 

Les théorernes démontrés par M. Oltramare, pour les fonctions qui 
représentent dos racines d’équations algébriques, ne peuvent pas être 
étendus sans restriction aux diverses fonctions transcendantes. Aussi 
l’auteur s’est-il borné à les établir pour certaines fonctions de cette 
espèce. D’ailleurs, dans les derniers paragraphes de son Mémoire, il a 
déduit, des formules rappelées ou établies dans les premiers, des som¬ 
mations et des transformations de séries qui paraissent dignes de 
remarque, et propres à intéresser les géomètres. 

En résumé, les Commissaires pensent que le Mémoire de M. Oltra¬ 
mare est digne d’être approuvé par l’Académie et inséré, avec une 
réduction à laquelle l’auteur a consenti, dans le Recueil des Savants 
étrangers. 

Nota. — Pour obtenir le résidu de æ considéré comme fonction de y, 
et le résidu de j considéré comme fonction de x, quand les variables x, 
y sont liées entre elles par l’équation 

(1) Aap-' -h Ba; -h Cj'+ D = O, 

il suffit d’observer que ces résidus ne varieront pas si l’on remplace 


x par X-y a, 


y par y -y c 
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en choisissant a, 6 de manière à faire disparaître les termes du premier 
degré. Mais alors l’équation deviendra 

la valeur deD'étantD — Donc, par suite, chacun des deux résidus 
sera égal à 

P' _ BC-AD 
~ A " A- 
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Mécanique céleste. — Méthode noiwelle pour le calcul des inégalités des 
mouvements planètcdres, et en particulier des inégalités à longues 
périodes. 

G. R., t. XIII, p. 317 (9 aoûl iS-C). 


Le calcul des inégalités séculaires et périodiques des mouvements 
planétaires dépend surtout du développement de la fonction porturha- 
trice en série de termes proportionnels aux diverses puissances entières, 
positives, nulles, ou négatives, d’exponentielles trigonométriques, dont 
les arguments sont les anomalies moyennes des mouvements dont il 
s’agit. Le coefficient de chacun de ces termes doit se réduire à une 
fonction des éléments elliptiques de deux planètes, et le coefficient du 
terme général de la série varie, d’une part avec ces éléments, d’autre 
part avec les exposants n, n' des puissances auxquelles on élève les 
deux exponentielles trigonométriques correspondantes aux deux pla¬ 
nètes que l’on considère. Dans les Traités d’Astronomie, les coefficients 
des divers termes se trouvent, pour l’ordinaire, successivement déduits 
les uns des autres, ce qui entraîne de longs calculs, et ne permet pas 
de reconnaître facilement les erreurs que l’on aurait pu commettre. 
Pour remédier à ces inconvénients, j’ai donné, dans mes Mémoires sur 
la Mécanique céleste, des formules qui offrent le moyen de calculer 
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directement le coefficient de chaque terme. Ces formules sontparticu- 
liî'rement utiles lorsque les exposants n, n' sont peu considérables. 
Mais, clans le cas contraire, elles n’abrègent pas assez les calculs pour 
qu’ils ne soient encore très pénibles; et l’on n’a juscfu’ici trouvé aucune 
méthode à l’aide de laquelle on puisse déterminer facilement la valeur 
très approchée d’un coefficient correspondant à de grandes valeurs 
<lc n, n'. Le besoin urgent que l’on aurait d’une semblable méthode 
en Astronomie m’était encore représenté dernièrement par M. Le Ver¬ 
rier, cjui vient de terminer, à l’aide de ses foi’mules d’interpolation, un 
grand et difficile travail sur la planète Pallas. Cédant aux instances de 

jeune savant, j’ai dirigé mes recherches vers un problème dont la 
s(dution peut épargner aux astronomes tant de fatigues et tant de 
veilles. J’ai été assez heureux pour atteindre le but de mes efforts. Me 
proposant de publier successivement dans les Exercices d’Analyse et de 
Physique mathématique les résultats de ces nouvelles recherches, j’en 
donnerai seulement de courts extraits dans les Comptes rendus des 
séances de VAcadémie des Sciences. Je me bornerai pour aujourd’hui à 
indiquer les principes généraux sur lesquels s’appuie la nouvelle mé¬ 
thode. D’autres articles en offriront l’application au calcul des mouve¬ 
ments des corps célestes. 

Le présent Mémoire est divisé en deux paragraphes. 

Le premier paragraphe est relatif à certaines propriétés des fonctions 
entioi’os et réelles dés sinus et des cosinus d’un même angle. Il est aisé 
de voir qu’une semblable fonction peut toujours être transformée en 
une fonction rationnelle d’une seule variable, savoir de la tangente 
trigonométrique de la moitié de cet angle. J’en conclus que si, après 
avoir égalé à zéro une semblable fonction, on résout l’équation ainsi 
formée, par rapport à l’exponentielle trigonométrique dont l’argument 
(!St l’angle ci-dessus mentionné, on obtiendra des racines qui, prises 
deux à deux, offriront pour modules deux nombres inverses l’un de 
l’autre. D’ailleurs des formules, que j’ai données dans les Exercices de 
Mathématiques, fournissent divers moyens de décomposer l’équation 
don t il s’agit en deux autres qui offrent, la première, toutes les racines 
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dont les modules sont inférieurs à l’unité, la seconde, toutes les racines 
dont les modules surpassent l’unité. 

Le deuxième paragraphe est relatif au calcul du terme général, dans 
le développement d’une fonction en série de termes pi’oportionnels 
aux diverses puissances entières, positives, nulle, ou négatives, d’une 
exponentielle trigonométrique. On prouve aisément que le coefficient 
du terme général peut être représenté par une intégrale relative à 
l’angle qui sert d’argument à l’exponentielle, la différence entre les 
valeurs extrêmes de cet angle étant -la circonférence même. Considé¬ 
rons, en particulier, le cas où cette intégrale représente le coefficient 
de la puissance de l’exponentielle trigonométrique, la valeur 
numérique de n étant un nombre très considérable; et supposons d’ail¬ 
leurs que la fonction donnée offre pour facteur une puissance négative, 
entière ou fractionnaire, d’une fonction réelle et entière du sinus et du 
cosinus de l’argument. Si l’équation auxiliaire que l’on obtiendra en 
égalant cette fonction à zéro est résolue par rapport à l’e.xponcnlielb' 
trigonométrique, on pourra, sous certaines conditions que le calcul 
indique ('), déduire de cette résolution la valeur de l’intégrale expri¬ 
mée à l’aide d’une série très convergente; et même, pour obtenir le 
premier terme de la série, il ne sera pas nécessaire de chercher toutes 
les racines de l’équation formée comme on vient do le dire. Ce premier 
terme, qu’on pourra se contenter de calculer seul, quand la valeur 
numérique de n deviendra très grande, dépendra'uniquement de la 
racine qui offrira le module le plus voisin de l’unité, ce module étant 
d’ailleurs compris entre les limites o et i. Cette remarque fournit, dans 
la Mécanique céleste, le moyen d’obtenir très promptement celles des 
inégalités périodiques dont le calcul offrait jusqu’à présent les plus 
grandes difficultés. 

Au reste, les intégrales relatives à des angles dont les valeurs ex¬ 
trêmes diffèrent entre elles d’une circonférence entière m; se ren- 

(^) Les condiLions dont il s’agit sont que les modules de toutes les racines difTèreat de 
Tunité; que, parmi les modules supérieurs à Tunité, le plus petit surpasse /a; enfin que 
le double de celui-ci soit inférieur à chacun des suivants diminué de runitc. 
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i itiürfiit [la^ si‘uli‘iin*ul <iims h's |U'ol)l(Mm'S d’-Xslronomie, mais aussi 
liaii'. une iiHiltiludt' (raulras, par ('xt'inplo, dans la (hroric des traiis- 
i i iiilaiites e!li|)tii|ue'. l't dans li's (juesüoiis de lMiysi(ju(* matliématique. 
Mes lunivelles furiHules |i(tiirrnnl dnne (Mn' utiles dans les questions 
de ec eeiire: ee i|iu‘j’exjdiqiierai |dus en détail dans un autre Article. 


liO. 

1 MUiii MAin.n i;. Soif sur ht stirfarr des ondes lidniitetises 
lùi/is tes f/'islttu.f (I di'n.e a.ers optoiues. 

r. 11., 1 \I!I, I* I «) ;it»rtî iH |i ). 

lùi partant des iitminles (|ue j’ai données dans la séance du '2() juillet, 
et eu ayant recours à un artiliee de<’alcnl (|U<‘j’ai indi(jué danshîs pré- 
liminain's dt*s apjdiratioiis du (laleul iiifiuité.simal à la (léométrici, ou 
passe très l’arihunent <le l'équation <|ue Fresnel a obteuiu'. pour repré¬ 
senter, «laiis les cristaux à <Ieux axes optiques, la surfinui des ondes 
Inininenses. à l'équation caraetéristi(|ne correspondantti, (d, récipro¬ 
quement. Je joins ii'i ce calcul, <]ni peut intéress(‘r à la l’ois l(is pliysi- 
l'iens et les fjéoinidrcs. 

Siius certaines conditions (jin* j’ai doiun’u's dans un Méinoiia^ |)ré- 
seiile it l’Académie le ao mai iH’o), et (jui paraissetil remplies lors(|U(‘ 
reiher se propa^ic dans un cristal ii deux axes opli(]ue,s, la dél(n‘nnna- 
Imn des mouvements inlinitnenl petits des molécules éthérées se. 
rataene à l’intcp:ration <runc é<juation <-aracléristi([ue ((ui, lors((n’on 
nculipe la dis[H‘rsion, se ré<luif sensildement à la snivanU^ 

I>/ra |rl( c)I*? ? fc : a)I>J • (a • h j Itj'1 
(Itcl)j . <a It'‘ • aliltMll)': 1 If; i 

;r. <lesi”nant la fonction principale, -e, r, " trois coordoniun^s rectan¬ 
gulaires, / le temps, et a, It, c des constantes positiv(‘s. Donc alors la 
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surface caractéristique est représentée par l’équation 

t* — [(b H- c)x-'-h (c -f- a) 3^^ -f- (a -f- b)z"] t~ 

-h [bcx- H- cay^ -h abz-] (x- -h y- -h z-) = o, 

ou, ce qui revient au même, par la suivante 


X, y, Z désignant les coordonnées rectangulaires d’un point de cette 
surface, et le rayon vecteur ï, mené de l’origine an point (x, y, z), étant 
lui-même déterminé par la formule 


Désignons maintenant par S le premier membre de l’équation (i). 
Pour passer du point (x, y, z) de la surface caractéristique au point 
correspondant (a?, y, de la surface des ondes lumineuses, il suffira 
(yoîVla page 2 G 7 ) d’éliminer x, y, z entre les formules 


( 2 ) 

-h zz -h t^z=: 0 

et 


(3) 

X y z 

ïïTs ïts " ‘ 


Or, si l’on pose, pour abréger. 


(4) 


0 : 


ax- 


by^ 


cz- 


(<=—^ cA) 


T> ? 


la. formule (3) deviendra 


(5) 


X 0 




y ( 0 -4- 


r-—iH 


z ( 0 + 



Si, dans cette dernière, on combine par voie d’addition les termes cor¬ 
respondants des trois rapports, après avoir multiplié respectivement 
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ces ternies par les facteurs 

ax by cz 

’ t- — b-o-' i- — ^ 

alors, en ayant égard à l’équation (i) présentée sous la forme 
ax^ ^ b y- cz- 


on obtiendra un nouveau rapport dont le dénominateur sera nul; et 
comme ce nouveau rapport devra être équivalent aux trois premiers, 
son numérateur devra encore s’évanouir. On trouvera ainsi 


Ci) 


a.rx b ry c^z 

- _J-iL_îl- _J-— A . 

r- —a>.2 ^ i-—b<.2 ^ —C!.-' ’ 


ou, ce qui revient au même, 


(7) 


yj , gz _ 

({ 2 _ e-—cy- ~ 


Si, en revenant à la formule (5), on y combine, par voie d’addition, 
les termes des trois rapports qu’elle contient, après avoir respective¬ 
ment multiplié ces termes : par les facteurs 


■jy par les facteurs 


X, y, z; 


7- 


alors, en nommant rie rayon vecteur mené de l’origine au point (.r, y, :;), 
ou, ce qui revient au même, en posant, pour abréger, 

et ayant égard aux équations (i), (a), ( 7 ), on trouvera 


t- __ 

©i? “ n-0r-’ 


0 = 


t- 


par conséquent 
( 8 ) 
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Enün, si l’on substitue la valeur précédente de 0 dans la formule (5), 
celte formule deviendra 

X _ y _ ^ 

r-— ai- _ 

' 9 ) X ~ y Z 

r- — 

Or il résulte évidemment de cette dernière que, sans altérer l’équa¬ 
tion (6), on peut y remplacer les trois quantités 

K y Z 

— a i'" c tz" 

par les trois autres quantités 

X y ^ 

7'- — a r- ’ r- — b ^ /•" — 


qui sont respectivement proportionnelles aux trois premières. En opé¬ 
rant ainsi, Ton verra Téqualion (6) se réduire à la formule 

h y- cz^ 


Cette dernière est précisément l’équation de la surface des ondes 
obtenue par Fresnel, et présentée sous la forme la plus simple. Elle 
pourrait encore s’écrire comme il suit : 


(II) 







Ajoutons que, si l’on posait 


I 

a 


a, 




=zc, 


l’équation (lo) deviendrait 


( 12 ) 



4- 




— br'^ 



= O. 


Donc, la surface caractéristique étant représentée par l’équation (i), il 
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sudii.i, pour ol)l.ftnir la surface des ondes, de remplacer dans cette 
é<|ualioii (i) les nombres 

a, 1 ), c 

par les nombres inverses 



Hé<-ipro(jU(îment, la surface des ondes étant celle que représente l’é- 
(liialion (la), la surface caractéristique sera nécessairement celle que 
r(‘|)rés(‘nte la formul(! ([); et par suite, si, en admettant pour surfac(‘ 
d('s ondcvS lumineuses celle que Fresncl a donnée, on cherebe l’équation 
earaet(‘risti(ju<ï |)ropre à r(‘.présonter les lois des vibrations de l’éther 
<lans le.s cristaux à deux ax(is optiques, on trouvera que cette équation 
earaeleristi([ue est précisément e.ellc de laquelle nous sommes partis, 
e’esl-à-dire (ju’elb* est <1 (î la forme 

Di'TTT -- [( 1) -I- C) 1).^, -h (e -H a) I)?.-h (a -l- b) DI] D| sr 

h (lie, Dl. -h ca D| -+- al) D|) (D|, + Dj. -t- D|)ct o. 


Ui. 

(I.U.OUL iNTécn.vi.. — j\(>l(' sur iinlégrale définie double qui sert 
à rinlégration d'une èqualion caracLèrislique homogène. 

U. It., I. XIII, p. (iC août 1841). 

l/autour tumonce une réduction nouvelle de l’intégrale double à 
l’aidt* (le laquelle il est parvenu à représenter la fonction principale w 
eorn^spondante à une é([uation caractéristique homogène de l’ordre n, 
dans le cas où la valeur initiale de D"’*® dépend seulement en chaque 
l»oint do la distance /■à un centre fixe. Il se propose de développer dans 
un [irocbain Article cotte réduction nouvelle, et les conséquences 
remaiaïuabbis qui s’en déduisent. 
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Calccl intégrai. — Sur la réduction nouvelle de la fonction principale 
qui iiérifie une équation caractéristique homogène, et sur les conséquences 
qu entraîne cette réduction. 

C. R., t. XIII, p. 397 ( 9.3 août i84i). 

Dans le dernier Compte rendu, j’ai annoncé une réduclion nouvelle 
de la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique homo¬ 
gène d’un ordre donné n. Pour obtenir cette réduction, et la déduire 
de l’intégrale double à l’aide de laquelle j’ai précédemment représenté 
cette fonction, il suffit de supposer infiniment petit le rayon s de la 
sphère dans laquelle se trouve renfermé l’état initial, et en dehors de 
laquelle s’évanouit la valeur initiale de la dérivée de la fonction prin¬ 
cipale de l’ordre n — i. Si l’on nomme surface des ondes celle que j’ai 
désignée sous ce nom en r83o, il suffira de promener sur cette surface 
le centre d’une sphère dont le rayon serait £, pour que cette sphère 
engendre une onde qui aura partout la même épaisseur égale au dia¬ 
mètre de la sphère. Or, de la réduction que j’ai obtenue, il résulte 
que la dérivée de la fonction principale de l’ordre n—i se réduit, 
pour les points situés dans l’intérieur de cette onde, à une ejuantité 
infiniment petite, et, pour les points situés hors de cette même onde, 
à une quantité infiniment petite d’un ordre plus élevé. Mais, ce-tte der¬ 
nière pouvant toujours être négligée par rapport à une quantité infini¬ 
ment petite d’ordre moindre, on doit en conclure que la dérivée de 
l’ordre n — i de la fonction principale s’évanouit toujours hors de 
l’onde dont nous avons parlé, quelle que soit sa forme, et même, entre 
les diverses nappes de cette onde; par conséquent elle s’évanouit, dans 
l’hypothèse admise, pour tous les points qui ne sont pas infiniment 
rapprochés de la surface des ondes, telle que je l’ai définie dans le 
Bulletin deM. de Férussac du mois d’avril i83o. 

La fonction principale étant déterminée comme je viens de le dire, 
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11* i*;is liù h* rayon 2 (‘sî intiniinoiil p(‘tiî, pour dého*- 

îoiiîafîHii of Irs nmrlusions [uaMMahniiUHnU ()h((‘nurs an (‘as où lù'ùal 
iiîilîal i|îndi’fniqn(\ il snllil (!«* laaanirir aux lonnuh's ( 1 (‘ (ranslor- 
îiiaînoi qtii‘ j’ai (tcuHiot's dans nm* d('s pr(ùaMl(‘nl(‘s sc'aiinas. 

la* \li*iiiiHr(‘ (m‘i (a*s diviON rnsuUals stnanif (^xjiosi'^s <*n dc'dail d(‘vanl 
rît’i* jiiildit^ (01 (‘îifirr dans h‘s Kavvvvoo.v (/M//^//vav’ vt dr IdiysùjiK* nuilfn'-’ 
îihîiiiju^', jr lïM* (‘ouf(Oîîto*ai d’indujino* Iri In‘ii‘V(nn(Oit 1 (‘S f‘onnnl(‘s aux- 
(jîirllo^ }«^ jiar\i(Ois i*t levs tliroivinrs qui sùui dodnisinil. 

VWLVSE. 

rinaul ur r viiin . ruf r.nus\nu'>. 


1*’. fl' \ttiihsi' r/ ilt' firtifïivtTi 


>o.îi*nf 


trois roonloniiros rtH’tangulairos» li('M‘saux trois taiordoniuass polair(‘t' 


/O /’ 


par 1rs rijtiations (aunHirs 


/ (//', y yi\ 


dans i(*^qil(dlrs (Hi a 


Soirnî do plus 


t’us/i, ( siij/M'osY, %v sui//sno/. 


s ^ ir, 


îiiir orrtaiiH* IdiHdton d(*s rtiordoniirt^s ïauTangnlairiss a*, v% <d al la 

rat’iiio poHiîivf» iU* r'oquation 


op V iUysy i 


La Idriiiîîlo 


ri‘jirr*'a‘iilrra nnr oiolaint» surfait* (’ourlu» LMN; id si, !(‘s vahnirs d(*s 


I l'î Jr i\ -- S. n î. Vî. 
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coordonnées polaires p, q sont précisément celles qui déterminent la 
direction de la normale menée à la surface courbe LMN par le point 


(.r, y,z), on aura 


(4) 


Da-^i Dviî D-rS 


I 


Enfin, si l’on nomme x, y, z les coordonnées courantes du plan tan¬ 
gent mené à la surface courbe par le point {ac, y, s), l’équation de ce 
plan sera 

( 5 ) u(\ — x) + e(y — 7 ) -h (T’(z — J) = O, 

et pourra être présentée sous la forme 

( 6 ) ux -h i>y -h wz — 0, 

0 désignant \ine fonction déterminée des angles p, q, savoir, celle à 
laquelle on parvient quand on élimine x, y, z de l’expression 

ux -t- (’7 -h (V- 

à l’aide des formules (3) et (4). Ajoutons que, pour retrouver l’équa¬ 
tion (3), il suffira d’éliminer p, q entre l’équation 


( 7 ) 


UX vy -f- WZ : 


et les dérivées de cette dernière différentiée successivement par rapport 
à jo et par rapport à y. Cela posé, on établira sans peine, soit à Taide 
de l’Analyse seule, soit à l’aide de la Géométrie et de l’Analyse combi¬ 
nées ensemble, les propositions suivantes : 

Théorème I. — Si le point [x.y^z] est située non plus sur la sur¬ 
face LMN représentée par V équation (3), mais à une très petite distance de 
cette surface, S cessera de s'évanouir; et, si Von nomme p la distance dont 
il s agit, on aura sensiblement 

( 8 ) 


la vcdeiir de cR. étant tirée de la formule (2). 
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Théorème IL — Si, le point {x,y,z.) étant situé sur la surface LMN, 
le plan tangent mené à cette surface ne la traverse pas, V aire de la section 
faite dans la surface par un plan parallèle mené à la distance p du premier 
sera sensiblement proportionnelle a cette distance quand celle-ci deviendra 
très petite. Alors, en effet, cette même aire sera sensiblement égale au pro¬ 
duit 

0 p, 

(") désignant l'aire de l’ellipse dont les coordonnées courantes 

X, y, Z 

vérifieront le système des deux éqiuxtions 

; + 7.2D|S + ayzDyD^S + 2z.x.D;;DxS + axyDajD^-S 2 A. 

(9) 

( X Daî'-S + y Dyi) + Z Dj-S = o. 

On peut observer que l’ellipse dont il s’agit ici est précisément celle 
qui a été nommée indicatrice par M. Charles Dupin, et que, des équa- 
(ions ( 9 ), la première représente la surface d’un ellipsoïde, la seconde 
un plan diamétral de ce même ellipsoïde. 

Observons encore que la valeur de 0, telle qu’elle se trouve définie 
dans le théorème précédent, se réduit à une fonction de x,y, - qui 
(‘St complètement déterminée quand la fonction ê{x, y, est connue. 
On pourra donc calculer la fonction de x, y, z représentée par 0, non 
seulement pour un point situé sur la surface LMN, mais encore pour 
un point situé hors de cette surface. 

Théorème III. — Si le point [x, y, z) est situé hors de la surface LWA, 
mais à une très petite distance p de cette surface, et de manière à pouvoir 
devenir le sommet d’un cône à base finie circonscrit à la surface LMN, la 
courbe de contact de cette surface et de la surface conique sera générale¬ 
ment très peu différente d’une ellipse, et l’aire de cette ellipse sera sensible¬ 
ment égale au produit 

0 p. 

Théorème IV. — Si l’on promène sur la surface LMN le centre d une 
sphère dont le rayon soit s, l’espace traversé par cette sphère sera limite 
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par deux emeloppes, Vune intérieure. Vautre extérieure, et la normale 
menée par un point quelconque à la surface LMN sera en même temps nor¬ 
male aux deux emeloppes, quelle traversera en deux points dont la dis¬ 
tance sera le diamètre ‘is de la sphère génératrice. L’espace dont il s’agit 
sera donc une espèce ^'onde qui offrira partout la même épaisseur. Ajou¬ 
tons que, pour obtenir l’enveloppe extérieure ou intérieure de celte onde, il 
suffira de promener dans l’espace le plan représenté, non plus par Véqua¬ 
tion (7), mais par la suivante 

(10) uxvyivz:=iO zh s, 

c est-à-dire, d’éliminer les anglesp, q entre cette équation et ses deux dé¬ 
rivées relatives à ces angles. L’équation (10) elle-même sera celle d’un plan 
tangent à l’enveloppe extérieure ou intérieure de Vonde, et séparé, par la 
distance s, du plan parallèle et tangent à la surface LMN. 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes III 
et IV, et la distance s étant très petite, ainsi que p, si le point {x,y, z) 
devient le sommet d’un cône à hase finie, circonscrit, non jdus à la sur¬ 
face LMN, mais à l’enveloppe extérieure de l’onde, dont l’épaisseur est 2,y, 
Vaire de contact de cette enveloppe et de la surface conique se réduira 
sensiblement à une ellipse, et l’aire de cette ellipse sera sensiblement égale 
au produit 

P désignant toujours la distance du point {x,y, z) à la surface LMN. 

§ IL — Théorèmes de Calcul intégral. 

Considérons l’intégrale définie 

(0 r i{x,t)dx, 

dans laquelle 

C) X 

désignent deux valeurs réelles de la variable x, et t\x, t) une fonction 
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fcclli' (l(‘s deux variables .r, t liét's entre elles par une certaine é(iuation 

earacIfristicjtK' 

, ,, 0 :o. 

Soient (l’aillenrs 

T, I 


les valeur^ partieulii'res tli* la variable' / eorreïspondantes aux valeurs 
partieulii'res 

de la variable' .r; et suppnsetns, pour fixer les idées, ({uee dans l’inté- 
onile I la seconde limite' snr|)asse' In pre'inii'ree, en sorte qu’on ait 


Si, taudis ejue' .r varie i‘l l'redt e'U passant, de' la limite', ^ a la liniilee x, bi 
variable* / l'st leuijours e*redssante' ou loujenirs eb'creiissantee, e'baeuuu' ele'S 
iierive*i's 

I),.e, 1 ).^/! 

si-ra toujours positive' élans le preiuior cas, toujours niif^ative élans lei 
si'i'ouii, entre les limites des inte'^grations, et l’on aura 


, / ï{.i\l)il.r j r(.r, i) Ib'C e/i, 

. • r 

OU. e*i' qui ri'vie'ul au lae'iue-, 




■ t/i. 


(U* ou e'.mclut «le e*e'tle elernière formule : i” lorsqu’em a />t, et. 
par suite, 1), / > 


r(a*,0 


lor.sqirülï li i <C.^f pur suit<\ 


f/l; 


f ft .e, /) </.'■ ( 


‘‘(a*, / ), 


tli. 
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Si l’on nomme a la plus petite et b la plus grande des deux valeurs 
extrêmes c, t de la nouvelle variable t, on aura dans les deux cas 




t) 

v/(îW 


dt. 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Soient x, t deux variables réelles liées entre elles par 
une certaine équation caractéristique, {[x,t) une fonction reelle de ces 
mêmes variables, et 


deux valeurs particulières de x, dont la seconde surpasse la première, en 
sorte quon ait 

x>^. 

Supposons d’ailleurs que la variable t, considérée comme fonction de x, 
soit toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que Von fait 
croître x entre les limites 

X = ' i , X =: X. 


Enfn nommons a la plus petite et b la plus grande des valeurs extrêmes 
de la variable t, correspondantes aux valeurs extrêmes ^ et x de la va¬ 
riable X, de sorte quon ait encore 


h > a. 

Oh trouvera 



Corollaire. — Si la fonction î[x,t) était du nombre de celles que 
l’on rencontre souvent dans les questions de Physique mathématique, 
et s évanouissait toujours, pour des valeurs de t situées hors de cer¬ 
taines limites 

tz=z a, ^ — ê ;> a, 

alors, en vertu de l équation (5), on aurait premièrement 
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si % K sitiH‘s liors des limites a, b\ secondement 

7 1 / I --!>~'L^kdl, 

'■I -'a V'CnxO'-^ 

si % seul t'’t:iil coiupris ('utrc' l<^s liiuiü's <t., /;; tvoisii'mcmcnl. 

/ r(.'%/)'/•'• / -j::Li£Ldi, 

si K seul était compris (‘ntr<‘ h's limiti^s r/, A; (vnlin, ((natrièmemenl, 

f l-(.r,nd.r f 

si 7,, ^ ctaienl Unis (Unix conijiris cnln' l(‘s liinilcs a i^t. h. 

Jusqii’ifi iKHis avtnis supposi' (pui la varialilc /, (“oiisidârco comuK' 
luiu’tiiiii (il* .r, eu vertu (i(‘ l’iujuation ('.aractérisUipu*., était, toujours 
croissanli* ou toujours dérroissaiiti*. tandis (ju(' la varialilo .r* croissait 
1*11 passant de la liiuiti* la limite .r. Coiisidéroiis maintenant le (;as 
oii rette condition m* serait pas remplie, et où, en passant do la limite ^ 
il la limite K, la varialde s? ueipierrait sue,cessivement diverses valeurs 


. J -» -n» ...» y,f 


eoria'spondantes à des vali'urs maxima ou minima 


‘ I ' -’Xt - .t » • • • ï *• « 


de la variable /. Alors eliaruiu' des rouc.tioiis dérivées 

coiiserverait b* même sip;ue, taudis (iiio .r varierait entre deux limites 
représentées par deux ti'rmes eonséeutit’s de la suite 

4f Zi'i 4-4-» 4 3» . - - ^ 4/4 > î 

i*t, apri‘S avoir décomposé l’intéf^rale (i) eu plusieurs parties a 1 aidi; 
de la Ibrmule 

f IVe.O'ér f n ,. r . f)dr I [-(. r , l ) . . . + 
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on pourrait appliquer à chacune de ces parties le théorème T. On so 

trouvera ainsi conduit à cet autre théorème. 

Théorème II. — Soient x, t deux variables réelles liées entre elles par 
une certaine équation caractéristique, f{x, t) une fonction reelle de ces 
mêmes variables, et 

l , X 


deux valeurs particulières de x 
sorte, qu’on ait 


dont la seconde surpasse la première, en 
x>t. 


Soient d’ailleurs, entre les limites \ et \, 

£ 2 , . . . , Çn 

les valeurs successives de x pour lesquelles t, considérée comme fonction 
de X, devient un maximum ou un minimum; enfin soient 


Tl, T2, • • • J '^n 

les valeurs correspondantes de y, propres à représenter des maxirna ou 
minima de la variable t. Si l’on nomme 


a, h 

deux termes consécutifs de la suite 


(il) T, Tl, T2, T,j, 

a étant le plus petit de ces deux termes, et h le plus grand, on aura 


(12) 





dt, 


le signe E indiquant une somme d'intégrales correspondantes aux divers 
systèmes de valeurs de a et de h. 

Corollaire L — Supposons, par exemple, que, n ôtant égal à 2 , la 
variable t, considérée comme fonction de x, devienne un maximum 
pour a? = et un minimum pour^= ^ 0 ; alors la formule ( 12 ) donnera 




Jx 


dt H— 


c f' r(x,ty 

é-C, V^(Da; Jz, V/(DxO'^ 


dt. 



K \TUAIT N" tA2. 


i ornlhtttv //. Si la louctioi» éCiil du uoiiil»i‘(> do cadlos 

ijiir l tiH r.Mu-oiUrc souvi'iit dans los (iiK'slioiiis d(‘ IMiysI(ni(‘ iiiallirina- 
liqiir. i t "'•■vaiUMiissai» lutrs dt‘ <-(‘rtain<'s liiuilos 


/ / 


aliiis.daii'. Il- •'(‘fund iiUMuhrc d(* la Idrinuh'a ), cliaiiuo inldj'ralc do la 

.n 

'M 

|inimail olof i'fui|daooo jtao /.dro. loosqui* a, S('i"ii(‘iil siltids hors dos 
llIlll^o^l/. h\ |»;ir uiio iiitof;ralo do la Idnno 


/ <// ou / 


( l>,, /)• 


«.i % ■.ou! mi K srul olait rourormô ontn* It's liiiiitos a, h; oniiii par l’in- 
Ii'^'r.do 

r ,//, 

Hî ÿ- f*| iliairüt r<*nlVriiu*s tcHis drux riUi'(' <‘<‘s liîuiU's. 

i iiNiilinrr Hî. Lt‘s uirijH‘s (dH»s(\s {dant [H)sé(‘s (|U(‘ dans le (liro- 
!l, M !i» fartrnr s'évanouit |mmu‘ iüh^ valeur (jutdi‘(m(|U(‘ 

iti‘ /. iiMitmiirt* fuilre la jdus jM^titeef la plus j(rand(* d(‘s (juantilés 

T, Tl* 7'i* . ■ . ♦ t » 

Mil alil'ii 

, \ 

1 I I { l\ / I l/I U. 

I iiitliiiitir fl . l,os uiôriios oliosos dtanl ]H)SÔos (|uo dans lo ihôo- 
roiiio II, si !.i îouotiun f -r, / s'ôvanouit iuirs dos lirnilcs 


I s-, I 


i l SI ( 1 -. I(uiilu>s sont nuif'ormdos oniro doux t(‘rinos ounsdoutils <]uol- 


iU I . --- s. I, I. VI. 
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conques de la suite 
OU aura 


^ {{x, t) — 


f(-g, O 

v'ciw 


Il est important d’observer que, dans les diverses intégrales définies 
dont la somme composera le second membre de l’équation précédente, 
la fonction sous le signe /prendra généralement diverses formes, eu 
égard aux diverses valeurs de la variable x, considérée comme fonction 
de la variable t. 


DEUXIÈME PARTIE. — DÉTERMINATION DE LA FONCTION PRINCIPALE CORUESPONDANTIÎ 
A UNE CARACTÉRISTIQUE HO.MOGÈNE. 

§ 1°''. — Considérations générales. 

Prenons pour variables indépendantes trois coordonnées rectangu¬ 
laires x,y, - et le temps t. Soit d’ailleurs 

une fonction de ces variables indépendantes, entière, homogène, du 
degré n et dans laquelle le coefficient de t" se réduise à l’unité. Entin, 
soient 

/• = y/x- J-'- -+- .3- 

la distance du point {x,y,z)k l’origine des coordonnées, et irr une 
fonction principale assujettie : i“ à vérifier, quel que soitz, l’équation 
caractéristique homogène 

(0 F(D^,D,.,D„D,)iu = o; 

2 ° à vérifier, pour t = o, les conditions 

(2) ' t;t = o, D,ro = o, ..., Dr'®=o, Dr‘w = II(/-). 

On pourra d’ailleurs supposer que II(r) représente une fonction paire 
de r, en sorte que l’on ait 


(3) 


n(-r) = n(;-); 




KXTJIAIT N-> 1.V2. 



t‘t iilofs oii ln)nY(‘ra, coinnu* nous l’avons luonlrô dans uno procédoni 
séaut'o. 


I S ' 


ITT 



s -'.i/Uïi' s ^ 

{ Im //, 1 \ 


sin (it/ dfh 


U^s valiMîrs (h» //, i\\ çâtaiH 


// cus/^ r sia/M’os Y» a* sia/» sia y» 

H» » ^ • !• î* i ir 

I)‘autrr part, {•{Hani(‘ (Ui a ji^ânâralc'nHaU 




il aîi résulte i\nli la luï-aïuie | an |MMua’a eneare sahstiluei' la su 
\aut«‘ 


I 7 ) 


r,i 



1 * 

i- 


sj"’ 

I F» If, e, HT 


siu/^ (it/ (i/>. 


Sii(HH)s<tnH maint«‘nant qui* v, ;./) soit, l•o(llllll‘ il arrive ord 
tiaireim-iil dans les iiroldêiiies de Mèeaiiique, une fonetion paire de 
e'eî»(-:t-<lire une fonetion entii*re de On aura 


F l ti, a , %» ! i’‘i U, r, tr, ^,11, 

Far euusêijueuf, la furiaalt* 7 dtuiaera 


1 s I 


\ - 


I / 


r 

c 


*i s T./ ) îïI 4 

I F| e. r. aa sa |„ 


s» / 1 


au/> t/^/ (i/*. 


Alurs aussi Têquatiau 

t »t » Fi e, ir, ) (I, 


re’^tilue par rappurt â (a, fouritira des raiuaes êgah’S deux a «leux au si^i 
pruH, filais alleefêes de si^'aes eunîraires; et» en suppnsaul luules e 
rai‘iiif*s n*elît»s» nu reeiinuailra aisénieut ijiie» dans h* seeeiul ineiiih 
ili* fa iurîiiide :H . ht parfit* eurrespundault* aux rarîu(‘s positives i 
rta|iial i-uîi [1 îu* dîflere pas dt* la partit' (a»rn‘^poudaufe aux raeiu 
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iiéo-atives. On pourra donc supposer le signe £, relatif aux seules racines 
positives, pourvu que l’on double le résultat ainsi obtenu. Donc, si l’on 
pose, pour abréger, 

/jo) <!>(«, O’, w) = D„F(</., c, (»’, w) 


et 

(II) 

la formule (8) donnera 


■ (,)tzzz s, 


( I 2 ) 


271: Z(A .A 




<1^ (zz, r, (r, <i)) 


sia/J> dq dp . 


le signe y, indiquant une somme de termes semblables et correspon¬ 
dants aux diverses racines positives de l’équation (9). Donc si, en 
prenant pour w l’une de ces ràcines, on nomme Q la fonction de l’angle q 
déterminée par l’équation 


(i3) 


O 


■ «""■Cçn(.s-) 

«&(«, W, (.} } 


sin P dp . 


on aura simplement 
(i4) 




Dr" 
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Lorsque dans la formule (i i) on substitue la valeur de ç tirée de l’é¬ 
quation (6), on obtient la suivante 

(15) uxVf ^ wz—s, 

qui représente, quand on y considère x, y, z comme variables, un plan 
perpendiculaire à la droite dont la direction est déterminée par les 
angles polaires p, q. Si, en attribuant au paramètre s une valeur con¬ 
stante, on attribue successivement aux angles p, q des valeurs diverses, 
le plan dont il s’agit prendra successivement diverses positions dans 
l’espace, de mani'ere à toucher constamment une certaine surface LMN. 
Pour obtenir l’équation de cette même surface, que nous représente¬ 
rons par 

(16) ^{^ x , y , z , t , s ) — o , 
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:{(H 

il suiiira d’élimiiH'r .v ('nlrc' r(‘<juati(>u (i ">) (‘t scs (lcrivc(‘s i‘claliv(‘s aux 
angles/;, (J, (lonl ti, c, te. to sont dt's Iduclions (‘n vertu d(‘s tonnuh's 
ft ()). Ddiic, en oonsidérant .V eonmie une Idnetion d('/^ y, déit'rininée 
par la }ürniul(‘ i '>), il suftira d^'diIniner/^ q entn'ct'U»' tbriuule(‘( les 
deux suivantes ; 

Si, réduit a /éru, Tiu^ écrit pour al)ré|<(‘r Ji.r, >, zj) nu lieu de 

V *r, r» /, <}\ ré<[uati(Hï it) u réduite à la (oruu^ 

i I H } rf { r, y, Z, f) O, 

sera iadl<* de la surface qiu» nous avous apptdée surfaca' d(‘s ondes, vt 
qui est conslauuuenl toticliée par le plan dont réijuatiou (‘st 

f î iM il r ’ V* e ! U’.. uit. 

ISailIeurs si. dans la formule ;M>', ou atIrihue successivimumt à.vdtuix 
valeurs é*^^ales au si^ue près* mais aHéctée^s de Hi|(rH‘s (umtraires, par 
evemple» v i, e( ,f c, les <l(Uix é({tîatious ainsi ohfcmues, savoir, 

litui 'l) O, O, 

représeutertuil l<*s deux (‘uvcdopiies iutéri(*ure et <‘\téri(*uri* d’une omit* 
ijui ollVirait l’épaisstmr constantt* '.u. <*t <|ui stu'ait t*nj((‘ndré<* par um* 
spliiua* tf’uii ravtm égal à £, lu (umtrt* du la spluna* étant assujt*tli ;i par¬ 
courir la surl'act* d»*s tnHl(*s r(*prést*nté(* par la fdrmul<‘ ( iH . Observons 
tmcort* : ï** qm* it‘S étjuations (17, réunit‘S représtmltuaml une» droitt* 
nmanale ii la surfart» tics ontles ainsi <|iéaux <‘nv(»hqqM‘S <*\téri(‘iir<‘ u\ 
interieurt» de rotule dotât mms vt*noiis du parh*r; (jue la prtuniiu’e 
tb*s étjuatîons 17^ , réunit* ii rétjuatittn (t n, r<*prés(*ul(uai unt* droilt* 
tattgeiîlt* a la surface L>fN t*t parallel(*an plan <lt*s v::: ; rOjm* la st‘etmd«* 
de^ équations 17 , réunie ii IVtjtialion (ij , n*prést*nttU'a une ilroitt* 
laiîgeîife k la siirfaet* LMN t*t tut mémt* ttunps eoinprist* dans It* plan 
îinrinal |H*r|ieîidiculaîrt* au plan des 

A Faidt* dt*s rt*îiiar<jUes tjue innis v<*tions dt* fairt*, t*f dt*s tlleort*mt‘^ 
établis dans la premiért* Fartii* tb* ce Ménnnrt*, on parvit*ntlra aistuneni 
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à la valeur de l’intégrale double 

<’'> i J, 

comprise dans le second membre de la formule (12), par conséquent à 
la valeur de la fonction principale®, et aux lois des mouvements repré¬ 
sentés par une équation caractéristique homogène, si la valeur initiale 
de D"-'® s’évanouit au dehors de la sphère qui a pour centre l’origine 
et pour rayon une longueur infiniment petite e; c’est-à-dire, en d’autres 
termes, si la fonction paire de s représentée par II(^) s’évanouit hors 
des limites 

Ainsi, par exemple, en considérant e comme une quantité infiniment 
petite du premier ordre, et supposant d’abord le point situé, 

au bout du temps i, hors de l’onde comprise entre les surfaces repré¬ 
sentées par les équations (20), on reconnaîtra que la valeur de Q, dé¬ 
terminée par la formule (i 3 ), se réduit généralement à une quantité 
infiniment petite du troisième ordre. On devra seulement excepter le 
cas où l’angle ç acquerra une valeur telle que la première des équa¬ 
tions (17) soit sensiblement vérifiée, c’est-à-dire, une valeur telle qu’une 
tangente menée à la surface des ondes, parallèlement au plan des 
et par le point (x, y, z), vienne toucher cette surface en un point où la 
direction de la normale corresponde sensiblement à cette même valeur 
de q. On en conclura que, dans l’hypothèse admise, et quand le point 
(.T,y,z) sera situé hors de l’onde infiniment mince, comprise entre 
les surfaces représentées par l’équation (20), l’intégrale 



et par suite la partie de la fonction principale ® correspondante à cette 
intégrale, ou, ce qui revient au même, à l’intégrale (2j), se réduiront 
simplement à zéro, ou du moins à des quantités infiniment petites du 
troisième ordre. D’ailleurs il est aisé de s’assurer qu’il n’en sera plus 
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ainsi quand le point s) sera compris entre les surfaces représen¬ 
tées par les équations (20), et qu’alors l’intégrale (21) deviendra seu¬ 
lement, avec le carré de s, une quantité infiniment petite du deuxième 
ordre. On se trouvera donc ramené par les considérations précédentes 
aux conclusions énoncées dans le préambule du présent Mémoire. 

Au reste, ces considérations seront développées dans les paragraphes 
suivants, qui renfermeront en outre la détermination de l’intégrale (21), 
et par suite la détermination de la fonction principale w, non seule¬ 
ment dans le cas où la valeur initiale de ne diffère do zéro qiu' 

pour les points situés dans l’intérieur d’une sphère infiniment petih?, 
mais encore dans le cas général où cette condition n’est pas remplie, 
et où la valeur initiale de D''''cr se trouve représentée, entre certaines 
limites finies, par une fonction connue s) des trois coordon¬ 

nées œ, y, 


143 . 

Calcul intégral. — Sur la réducuon nouvelle de la fonction piincipale ipà 
vérifie une équation caractéristique homogène, et sur les conséquences 
qu entraîne cette réduction. 

G. K., T. Xni, p. 455, 3 o août 1841. 

DEUXIÈME PARTIE. — DÉTER.MINATION DE LA FONCTION PRINCIPALE CORRESPONDANTE 
A UNE ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE HOMOGÈNE. 

§ IL — Sections infiniment petites faites dans la surface des ondes 
et dans la surface caractéristique par les plans correspondants. 

Les mêmes choses étant posées que dans le § P*', considérons, au 
bout du temps t, deux points correspondants 

C, 1) 

situés, le premier, sur la surface caractéristique, le second, sur la sur¬ 
face des ondes; et soient 


X, y, Z 
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les coordonnées rectangulaires du premier point, 

ar, y, - 

celles du second. Non seulement ces coordonnées vérifieront respecti¬ 
vement les équations des deux surfaces, savoir 

( 0 F(x, y, Z, i) = 0 , 

(a) y, s, t) = o; 

mais, de plus, si l’on pose, pour abréger, 

S — P (x, y 3 Z, t)y h — ^ y, ()y 
■on aura encoi'e {voir la page 267) 


(:F) 

Xtï'” -1- y J'* -r Z-3 -h — 

<'t 

(4) 

.r y Z 

DxS ” DyS DzS’ 

(S) 

X _ y _ Z 

i)^ ■" ” i)-S * 


Si d’ailleurs, comme il arrive ordinairement dans les problèmes de 
Mécanique, F (a;, y, s, t) est une fonction entière de t-, on aura 

F(x,y, z,0 = F(x,.v,z, —0 = F(—X, —y, —z, 0 = F(—x, —y, —z, — t), 

et, par suite, 

i(.r, y, 3,t) = ^{^,y, -, — t) =^{— -v, — Y, —3,t) — §(— Xy —y, — 5 , — t). 

Donc alors toute droite menée par l’origine 0 des-coordonnées sera un 
diamètre de la surface caractéristique et de la surface des ondes, et 
ces deux surfaces auront pour centre commun l’origine elle-même. 
Soient maintenant 


( 6 ) 


r = -f- y2 - 4 - z^, /• = 


les deux rayons vecteurs OC, OD menés de l’origine aux points corres- 
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no 

il, H: v{ o Tanj^lr cDnipris <‘u{r(‘ 1(‘S rayons viM'lcurs. Oî 

aura 

s”» \.r i \ \ \ 7 .:^ r/*c<)so, 

t’I tl{‘ l\M|ua{iun , ruduilo li 

i \ i V r t'os O / \ 

iui ronrlura t[in* o (‘^1 un an^l(‘ obtus. Mais, si 1(‘ [ujint 1), silu(‘ sur 1 
suïiaac tïUtlt's a r(‘\lrûiuilû <run curtain (liamiOiau (‘st li’anspurh' 
l’aiitn* rxirtuuiîr dt* ru inruH^ (liaini‘(r(‘, 1rs ruurduninb^s 

I, 

rhan^iU'uîü d<' rb‘st~;i”diia‘ <|U(* 1 (Ui dr\ra launplanu' 

/. i, ; par p. 

( h\ ajU'i’s rr rhaa-auntud dr si^tnu (jui idaltriau'a iM)inl 1rs Idriuulrs i 
I , *r. la Inruiulr l sr (ruuviU'a ïaunplarrt' par la suivanl(‘ 

rî altU’s, roiïiuir on sr truuvrra ronduil, non (jlns ;i rr<iualion i; 
inaH a rrllr »'i 

j » i r /' r<>>o / ’, 

1rs j.uiuts ,-,,rr.-sj>oiulanls C. D tic la surlacc c.iraclcfisluiiic (‘( de 

.tn lacc des t.iitlcs scrtiiil ..ni silticsdc iiiaiiii'rc tint' raii5j,Ic 

eiiiii|irts riili’c lr> ravinis vcelciirs OC,, (>1), se rediiist' a un aiiî^le a'ij» 
Nnuiuiiiiis a [ir«-seiit //, <j les anj*les [xdaires tiiii de((‘i‘itiinenl la diet 
I,uH lie la lu.nuale ineuee par le puinl D a la siirlaee d(‘S ondt'S, e(> 
iinruiale étant pn»Itiii^ée dans un sens lid tpi (die lornie avec le prult 
• rineul du raMiii \celeur r un anglr ai^ni; et laisons 
.ji, a ru'^/^ r if >in/Ksiin/. 

l.r eusintts tle l’aii^le aipui dunl il s'apit st'ra 

tt I V i : 

î ' ’ 

ri.....-, r S.î.f.M. 
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et, par suite, le trinôme 

. ux vy -h 

sera une quantité positive. Si d’ailleurs on pose, pour abréger, 

R = [(D,S)^ + (DjS)^h- (D,S)-^]i 
.•Ilrr [(D,sr-+ (D^3)5+ 

U _ (’ _ (V’_^ I 

D^ “ ~ Dl3 iÂ’ 

et, de la formule (i 5 ) combinée avec l’équation ( 5 ), on tirera 

U (' (V ^ I 

X y Z r 

(3n devra môme, clans la dernière formule, réduire le double signe au 
signe -t-, attendu que, les trois rapports 

a V (V' 

ÿ' ^ 

étant égaux, chacun d’eux sera encore égal à la fraction 

Lix -h _ uæ - 4 - -f- vrz 

X X -H V )' - 4 - Z 3 ~ r /• COS O ’ 

dont les deux termes seront positifs. On aura donc 


(i3) 

( 4 ) 

on aura 

(i5) 


(i6) 

et, par suite, 
(^ 7 ) 


K r (r _ ux -H <’r 4 - ivz i 

X y Z rrcosQ r 


-^- — coso. 

/* 


Le premier membre de la formule (17) étant précisément l’expres¬ 
sion (12), il en résulte que l’angle aiguo, compris entre les rayons vec¬ 
teurs correspondants r, r, est en même temps l’angle aigu compris 
entre le rayon vecteur r, ou OD, et la normale menée par le point D à 
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la surface des ondes. Au reste, cette conclusion pouvait être facilement 
prévue, puisqu’on vertu d’un théorème énoncé dans un précédent Mé¬ 
moire {voir la théorème III de la page 26.5), le plan tangent au point D 
à la surface des ondes sera perpendiculaire au rayon vecteur r. 

On tire de la formule (i6) 

( 18 ) = M r, y = (■ r, z = w r. 


Si l’on substitue ces valeurs de x, y, z dans l’équation caractéris¬ 
tique 

F(x,y, Z, 0 = 0, 

elle donnera 


F(Mr, CI', it'i', i) = O, 


ou, ce qui revient au même. 


et, par suite, 

ou 

(19) 


F ( U, r, »■, - ) = O ; 



l. 

r , 

M 


oj désignant une racine positive de l’équation 
(ao) F(«, iT’, w) = O. 

Or, en vertu des formules (i8), (r,9), l’équation (9) deviendra 
(at) uxt\r + tr:; — tri. 

Ciette dernière, lorsqu’on y considère x, y, z comme variables, repré¬ 
sente évidemment un plan qui, passant par le point D, coupe à angles 
droits la normale menée par ce point à la surface des ondes. Ce plan 
est donc précisément le plan tangent à la surface des ondes. Donc les 
coordonnées x, y, z du point D vérifieront, non seulement l’équa¬ 
tion (21), mais encore ses dérivées relatives aux angles p, q-, ou, ce 



)H 


COMI'TKS III;M>IS DK 1 /VK V DKMIK. 


ui i‘(‘vi('n(. iui ui(‘iii(‘, (>» ri-artl à la fDiiditidii 

).)) ir i l"' ; ir" I 

Ia(ni(ill(* soiil assiijcDis i'. u’, idli'S vdrillt'roiil la l'oniuilf 

./ /V t i),.M t> 

) • ' ' 
ff r ir 


i Ton (‘onsidÎM'c^ (o coiiinu' inu‘ Idiuiion (1(‘ //, i*, iv par 

f'<|uali()n (' 2 (>). D’ailleurs» (‘uuuu(\ (ui vei'lu di^ rê<(ualiou ?<> » fo swn 
iu‘ Ibiudioti (1(‘ ff, r, U’, hoiuui^iMU^ (b <lu preiuitu* dc^'zre, ou aura 


, par suil(‘, on liiau'a <h^s lt)ï‘mul(‘S ( lu U (j 


>-1) 


.r y 

// e 


/ 1)„, M 


.r )' V 

l),.M Ibv''’ 


I ( 1 )'ij r î I |),.1 t • i I )* ’ j 


uis, (1(‘. (■(dl(‘-(U, rauul)iné(^ av(M‘ la Ibianule 17 , 


><.V) coso J* 

I i. I),,''*» ) ’ i i l 

(‘lie S(U*a r('‘(|uation à raiil(‘ de laquelh* on pouri’a d<‘feniîiiier > 
n Ibiubion d(‘ //» e, n\ ou, qui revituU au îiiêuie, <Ui tbucîinn dr^ 
Iljiilcs /^ (J. 

laissons maiiiD'iiaiil du point I), ou .r, r, ; .siltid sur la siirt'arc di‘'< 
iidcs, au point (i, ou ( x, y, z', siluô sur la surlarr rarai'tcristiipit' : « l 
otninons 

n, V, \\ 

i‘ {[U(‘d{‘vienn(‘nt dans re passade les Inds ([Uantifes //, e. ir. 11 rsl 
lair (\nl\ la plaça» d(*s Ibmiuh^s 10 , M» , 17 et iS nu idïîteudra 

»s suivantes 


HM'II UT N" IV:?. 




^ Î| \ U U \ ' V \ ! \N Z l 

* - r/'('nSo‘ /' 

îl\ V\ I w/ 

' r<)sO, 

V 

* ’M < n / » ) \ /-^ - /■. 

I :î Îiirîiîiilr ïunuîî't* (|(n* Pau^ir ai^ii o, (‘onipris rnirr l<*s rayons 

\rrtrin^^ i\ /, **sî t*îî lîM'un* tt’îïips raii^lo aitiu r<un[n*is onlr(‘ la rayon 
\ri'tonr r »tii < H , vi la uortnalo îuriu'o par lo point (1 à la snrlata* oarac- 
lrn-‘îi*(Ui\ l'rîîi* oHurlti ion pourrait (‘m‘orc s(‘ dôdniï’r dn thôorJnno III 

dî* la pa*îo * *. 

l!»»nor\uir, a pr**sonî pn’anx points rori’ospondanls 

c: c‘i n 

on snhshîür tlru\ aiilrr^^ ptoîiis rt>rrt‘sp<nniants 

<; ot H 

sitOf'H, li* prriîiîor sur la siîrf;ir<» (*arat*(ôristi((no (ont [hts dn point (], 
h* srroîîd sur la snrtarr dos uimI(‘s font pros dn point 1). Soi(nit d'ail- 
loni'H 

!r « rHnfdonin'ON d H point ( 1, r( 

li's roMï donino“M dn p»iinl H. P<*s Idrinnlos i , ■> , 1 , (d ( a ) con- 

tiiitii'roîiî ilo >nii‘«*i»^trr quand on y nnnplaroî’a «n,q% r pai* .r , r » (d 
\, \ , / par \ , \ , / , r’t'sf a (iîro, toi iTantros ((‘rnn\s, quand on attri- 

loirr.i aux \arialdfN 

s, i, .n \\, / 

loH Mta'foiHsi'imoif> îî’i'H pidîl*'» 

I i -X X. X, 

tir, ‘>‘1 1*011 do\rl«qqHn ‘^ni\ant lus pnissanros asinnnlanlos do ers arrrois» 
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sements, les variations que subiront les quantités 

S, D.S, DyS, D,S, 

et si, dans les développements obtenus, on néglige les infiniment petits 
d’un ordre supérieur au second, alors on tirera de l’équation (i) 

( (^/ — + (y, —■ y)DyS h- (z, — z)l),,S 

i 4 - i[(x, - x)CD| S -h (y, - y)Cl)?S +... + 2(y, - y) (z, - z)DyD.S -1-...] 
et la formule (4), que l’on peut écrire comme il suit 

^ .r •)' ; /• ’ 

entraînera cette autre formule 


{x,— x) — (x,— x) DIS — (y,— y) DJ)yS — (z,— z) D,D,,S 




(.r, -- .y) - ( X,- X) D, DyS - (y, - y ) D| S - ( 

z,~z)DyD,S 

.r, 

(-0 - -) -'“- - (X,- X)D,D,S - (y,-y) DyD,S - 

-(Z,— Z) D|S 


Enfin l’on tirera de la formule (9) 

( 33 ) x,,r, -h y, y, + z, =, = x.r -h y y -h z 

Soit maintenant s la distance du point H au plan tangent mené par h' 
point D à la surface des ondes, ou, ce qui revient au même, la projec¬ 
tion de la distance DH sur la normale menée par le point I) à cuitle 
surface; on aura 

( 34 ) s=a{x — æ,)-hy{y — y,) — 

Pareillement, si l’on nomme s la distance du point G au plan tangent 
mené par le point C à la surface caractéristique, on aura 


(35) 


s=:u(x-x,) -hv(y-y,)-t-w(z —Z,); 




K\TH VIT IW. 


:U 1 

ri (1rs loï’imil(‘s \\ \ [.))^ on lirora, (ni ("^^'ard aux (n|iia(i()ns (i8) 
(‘f ^ 

< : y, r | - z,. y .z::^. 

Ijda jH)S(\ ima^iinuis <[U(‘ Ion ajouli' (rniu* |>arl i(‘s iiunu'n'atinirs, 
«1 au(r(‘ paii 1(‘S dinnnninatinirs dos h’ois IVaïUions (‘()in|)ris(‘s dans la 
|orîiiul(‘ »n , aprrs I(‘S avolt’ lasjMM^livinninil. ninltiplic's |>ar 1rs lai^Unirs 

V V/ v, 

alors, (Ml (‘^anl aux r(iuali(Mis /)(0» (>>‘5) (‘I (.'>{>), on (d)l,i(nidi*a 

poili- la’Millat la IVartion 

, VS /s II 

! » ” I , 

r is \i V* i ''Ay-i 

(jui df'\ra r(r(‘ ii (dunnnn* (i(*s Irois anlr(‘S, (‘( par ronsi'npnnil {r(‘s 

p<‘ti(r rn înrnn^ tinnps (jU(‘ 1(‘S dinVnanun's 

r, .r, P , .. X, .3, Z. 

llonr» la %alriir d(* Il rtanl grnoraI<‘nn‘n( (liHVnnnili^ d(‘ zina), 1(‘ rapporl 

, VS /‘S 

t jS } 

• rp \ I ■; P’, (.,yp yj i / ) 

d(*\ra lui»nH‘nn(‘ rüa* prlil. Mais, <Mi ('^t*'ard aux Idrunih^s ^’>8), (18) (‘I 
> ( , on a U l’a 

Si P P >) i vpy,^ -Z) 
s i .r I ' \ i p p*P i ■ y.(z - Z 

|//ir ,/• i ; rip’—p’/) 1 o*(." ^/)|r r.v. 

Uonr 1«* rapporl sc rrduira sirn(d(nn(ni(. à 

/* s 
' ■ ,v r' 

rt, pour (jU(‘ cv rapporl soit Iros p(‘til» il laudra (pn‘ 1 ou ail sinisi- 

blrnnniî 

s .V 
r 
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ou, CO qui revient au meme, 



Eli vertu de cette dernière éijuation, la distance s du point G au [)lan 
tangimt, mené parle point C a la surfai'e caractéristi(|ii(‘, dépend uni¬ 
quement du rapport - et de la distaiKm ,v du point H au plan langent 

mené par le point D à la surface des ond(‘s. Doiu*, si \c. |)oint H, trî^s 
rap])roelié du point D, varii^ sur la surfacu^ d(‘s ondes en ri^slaut toujours 
à la meme distance du |)lan (jui la toiudn^ <m 1 ), le [>oin( (‘-on‘(‘s|)oinlant G 
vari(‘,ra sur la surface caraetérislicpu^ d(^ manièn' à la^stm* toujours à la 
ménn^ dislance du plan tangent (|ui la touche (ui C. l)on(‘, si Ton 
nomme 11 , IT, IT',... les div(‘rs(‘s [lositions cpu' jiiamdra sumucssivimumt 
le point!) sur la surfaïui d(‘s ondes, et G, C/, (T', ... Des [lositions cor- 
r(îS[)ondant(‘s du point G sur la surface eairaetéristiijue. Des (Unix courlucs 

Dîl/II'... el (itPtP'..., 

(ra(‘é(‘s sur hes deux surfaia^s, siu'ont hes (‘ontours d(i deux s(‘(‘(ions 
plaiK's (‘t très [)(‘tit(‘s, fait(‘s dans hes dmix suidiuuxs par dics plans cor- 
r(‘S[)ondanls qui seront [)arall(‘l(‘s aux dcuix plans tangmils nnmés par 
l(‘s points 1) (‘t (]. 

(^omuHMious l’avons rmnarijué dans l(‘s préliminair(‘s, si, a[yr(‘s avoir 
mené à uiu». surface courbe, (ui un point donné, un plan tangent (jui n(‘ 
la trav(u*se pas, on (‘.oupi^ cette sur(ac(‘ par un s(M‘ond plan parallèb^. 
au j)r(mii(u*, et séparé de eelui-(îi par uin^ très |)etil(‘ distança^ .v, l’aiiM^ d(‘ 
la section ainsi ol)(enu(‘. sera stmsiblement proportionnell(‘ à .v. On pimt 
meme observer (jii’idle sei‘a stmsibbnmmt égal(‘. au produit d(^ .v par la 
(dr(U)!derence d’un (‘-ercle ({ui aui‘ait [xnir rayon la moyenin^ géorné- 
triipie entre les rayons d(‘ plus grainh^. et d(^ moindn^ courbiua^ de la 
surface au point donné, (’.ettc^ nioycnine géométricjue (\s(, c(‘. ([ue nous 
appellerons le rayon de nioyenne courbure. Supposons (ui [>articuli(‘r 
(jue l’on détermine les rayons de moyenne courbure [)our \c. point I) d<‘ 
la surface des ondes, et pour le point correspondant C de la surface 
caractéristique. Si, le temps if venant à varier, le point 1 ) se meut sur 
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une certaine droite OD menée par l’origine O, le point G se mouvra 
lui-même sur une droite correspondante OC; et, non seulement les 
coordonnées 

.y, Z 

des points D et G varieront proportionnellement à t, mais on pourra 
encore en diri; autant des rayons de moyenne courbure des deux sur¬ 
faces en ces deux points, attendu que les deux surfaces, représentées 
par les (ujuations homogènes (') et (2), resteront toujours, comme on 
sait, seml)lal)les à elles-mêmes. D’alleurs, les rayons vecteurs 

r, 

mesurés constamment dans les mêmes directions OD, OG, croîtront 
aussi proportionnellement au temps. Donc les rayons de movenne 
courbure des deux surfaces aux points 1) et G croîtront dans le même 
rapport que les rayons vecteurs 

c, r, 

et pourront être représentés le premier par kr, le second par kr, les 
coefficients 

A-, k 

étant déterminés pour chaque direction du rayon vecteur r, ou r. 11 est 
en effet aisé de s’assurer que les coefficients k, k seront seulement 
fonctions des rapports 

X y : 

— J J - 3 

r r r 

ou, ce qui revient au même, des rapports 

X y Z 

r r 1 * 

Les trois derniers rapports se réduisantprécisérnent aux trois quantités 
ci-dessus représentées par 

H, ir, 

on peut dire encore que les deux coefficients k, k se réduiront toujours 
à des fonctions déterminées de u, c, m. D’ailleurs, les rayons de cour- 

4 o 


OEuvres de C. — S. ï, t. VI. 
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Dure luovcnne c[ui correspondront nux points ï) et C éteint lepiescntes 
par les produits 

‘ ^ kr et kr, 

si par ces points on mène : i" deux plans tangents, 1 un a la surface 
(les ondes, l’autre à la surface caractéristique; 2" des plans sécants, 
parallèles aux plans tangents, et séparés de ceux-ci par la très petite 
distance 

A- OU s, 

les deux aires des deux sections obtenues 

Hirir..., G G'G"... 

se trouveront sensiblement représentées parles produits 
(4i) lukrs, p.Trkrs. 

Concevons maintenant qu’à l’aide de rayons vecteurs menés des 
points H, H', H", ..ou G, G', G", ... à l’origine des coordonnées, ou 
projette les deux aires dont il s’agit : t“ sur les surfaces des sphin-es 
qui ont cette origine pour centre et pour rayons les rayons vecteurs /• 
et r; 2" sur la surface de la sphère qui a pour centre l’origine et pour 
rayon l’unité. Puisque les rayons vecteurs retr, qui aboutissent aux 
points D et C, forment, en ces mêmes points, des angles égaux à 0 
avec les normales menées à la surface des ondes ou à la sui'facc caiau- 
téristique, les projections des aires 

3 7 ï/iVA, aTrkrs, 

sur les surfaces sphériques dont les rayons sont /• et r, se réduiront 
évidemment aux deux produits 

(4'-’') 'iT.krs cosè, 3 iT krs cos O. 

xVjoutons qu’il suffira de diviser ces produits par les carrés de /• et 
de r, pour obtenir les projections des mêmes aires sur la surface 
sphérique dont le rayon est l’unité. Ces dernières projections seront 
donc 

(43) 


a7î/r-cosô, 3iïk-(;osô: 
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ai 5 

«•î. t‘ii r^^anl à la f'oruiulo 'ît)!, la S(m‘<hu 1<‘ |><>iirra èlr(‘ réduili' ii 

t 1 i t ». ~ k cosfi ; 

» t 

mi Nortr iftir. |H»ur rubteuir, il suftira (1(‘ r(‘mpla(‘(‘r dans la pnnniern 
1 «* tai’ttnir^ par h» larteiir k. ih\ innit nnnar(|ii(‘r (TaillcMirs (|n(‘ (‘lia(Min 

■tlnN tarîrurs 

/.. k 

rrjH*t*siniti‘ iHaansruunit (aM|U(Mln\ininlrait In rayon d(‘ inoNanun^ ronr- 
l»nrt‘ «Ir la surfui'o dos (nnios on do la snrljua» rar*a(‘(ôrisli(jin‘, oorr(‘s~ 
|ïinidaut an point U on (!. si, los dinnnisions <io (‘os snrlao(‘s vonani a 
tbanantro, lo point 1) on i] so raïquaHdiail do rori^’iiu‘ d(‘S (‘oordoninM'S, 
on rostaut tonjonrs sitnô snr la inônn» droit(‘ 01) on 00, d(‘ inaniin'o 
qin* la distanoo Ol) on i)0 so tronsat rodnih» a 1 nnihn 
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O\îot ï îM i ouM., Sar la mltt*‘liün fiaifvr/tr dr la Joarfio/i pruiripali 
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U . I \ni. I» JS; Hi Srpunillu’t* iHjli. 
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i I \î fnt uto\ i.UïM rfansiïijn: 
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dans lesquelles n désigne le degré de la fonction entière 0' ‘‘l 

(3) 

la distance du point {x,y, s) à l’origine des coordonnées. Si d’ailFnirs 
on suppose que, dans la fonction F(d;, r, s, t), le coefficient de t'‘ se ré¬ 
duise à l’unité, et si l’on considère, ce qui est permis, ll(.y) comnio' 
une fonction paire de s, propre à vérifier la condition 


ii(, 9 ) = n(-,o, 

on trouvera 

(l) TO=r—^ / / ,I rp-,- dq dp 

-l" J O H’, w)J„ 


et, par suite, 

les valeurs d(‘ 


t C-" r. w'‘-C9ir .V . , , ■ 

— \ / t.Tir, -;— ~ÿ-unpdiidp, 

-K e, IV, w)J,„ 


if, 1’, (r, 0), .v 


étant déterminées par le système des formules 

(6) //=zeosp, i’ — s\npcosç, ii’= sinpsiiic/, 

(-) F(«, V, (v, &)) =0, 

( 8 ) ,î = « j; -t- VJ- -H <V; -i- r,) t., 

dont la dernière peut être remplacée par les deux suivantes : 

( 9 ) .ç=ç-(-&)C 

(ro) ç =:: H-ey-f-(V.3. 

Il est 1)011 d’observer que l’intégrale double, comprise dans le second 
membre de la formule (.0), se compose de divers termes relatifs aux 
diverses racines de l’équation (7), et par conséquent aux diverses 
nappes de la surface caractéristique représentée par l’équation 

(il) I ( J?, 9 ^, . 3 , i ) — O. 

A ces diverses nappes correspondent aussi diverses nappes de la sur- 



EXTRAIT 144. 


31T 


(cico des ondes dont Inéquation 

.T(.r, r, t) = o 

est produite par l’élimination de 

ff, e, iY’, oi 

(Uitr(‘ la formule (7) et les suivantes : 

uæ 4- Vf -f- {VZ -h r,Y ^ = O, 

^ __ __ ^ 

R II 0) 1) J/ 0) D jy 0) 

D’aiihuifs l’équalion (r 3 ) est celle d’un plan qui touche la surface des 
oiuh'.s e.n un point où la direction de la normale est déterminée par h's 
angles polaires p, </. 

Lorsque l’équation (7), comme nous le supposerons ici, a toutes ses 
racines réelles, il est facile de voir ce que représente l’intégrale double 
comprise dans le second membre de la formule ( 5 ). En effet, conce¬ 
vons qiu^ l’origine 0 des coordonnées devienne le centre d’une sphère 
dont le rayon soit l’unité. Les angles p, q étant censés représenter des 
coordonnées polaires liées à x,y, z par les formules connues 

./•=/■ cos/?, J =/• sin/) cos<7, - =/-sinjo sine/. 

à (dia(jue point I de la surface de la sphère correspondront des valeurs 
déterminées de p, q-, et le produit 

sin p dp d<i 

pourra être censé représenter un élément infiniment petit de la sur¬ 
face sphérique, dans lequel le point I soit renfermé. Nommons 0 cet 
élément, et 0 la partie du résidu intégral 

^ (F(îi, e, le, w)),., 

qui correspond, non seulement aux coordonnées polaires p,qàn point I, 


(,3) 
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mais encore à une racine déterminée de l’équation (7). On aura 



(T’, 


sin P dq dp — 9, 


la valeur (le 0 étant généralement 


et, par suite, 

(i;>) 


0r 


DmI’(", e, ir, 6V) 




Dr^ra: 


4 TT 


■ 1 & 6 , 


la sommation que le signe 2 indique s’étendant, non seulement aux 
diverses valeurs de 0, mais encore aux diverses valeurs positives ou né¬ 
gatives de ü> considéré comme racine de l’équation (7), c’est-à-dire aux 
diverses nappes de la surface des ondes, et la valeur de^ étant toujours 
donnée parla formule (8). D’ailleurs, la valeur de D'"'w, déterminée, 
soit par la formule ( 5 ), soit par la formule (i 5 ), variera ainsi que s, 
non seulement avec le temps t, mais aussi avec la position du point A 
dont les coordonnées rectangulaires sont représentées par r, y, z. 

Parmi les divers éléments 

9 , 6 ', 9 ", ... 

de la surface sphérique, il importe de rechercher ceux qui répondent 
à une même valeur de s. Or, lorsque, dans l’équation (8), on considère .v 
comme constante, et x, y, z comme variables, cette équation repré¬ 
sente un plan perpendiculaire au rayon vecteur 01 dont la direction 
est déterminée par les angles polaires p, q. Si ces angles viennent à 
varier, la valeur de s demeurant constante, ce plan changera de posi¬ 
tion dans l’espace, de manière à toucher constamment une certaine 
surface LMN. Soit 

(t6) ff{x,y,z,l,s)~Q 

l’équation de cette surface. Si l’on pose ^ = o, la formule (iG) se 
réduira simplement à l’équation (12) qui représente la surface des 



extrait N» iy+. 3l;) 

oiuUîs, (‘t les deux surfaces représentées par les deux équations 

(‘ 7 ) -''(■r, y, -, —.9)= O, J-, 3, .9) = O 

seront précisément les enveloppes intérieure et extérieure de l’espace 
traversé par une sphère mobile dont le rayon serait représenté par la 
valeur numérique de s, et dont le centre se promènerait sur la surface 
des ondes. Ajoutons que l’équation (8), quand on y considérera .r, y, 
- comme variables, sera précisément celle d’un plan perpendiculaire 
au rayon vecteur 01 et tangent à la surface LMN représentée par l’équa- 
lion (iG). Soit T le point de contact de cette surface et du plan dont il 
s’agit. La parallèle menée par le point T au rayon 01 sera normale, 
non scuhuuent à la surface LMN, mais aussi à la surface des ondes 
([u’elle rencontrera en un certain point D; et la distance TD sera pré¬ 
cisément la valeur numérique de Cela posé, pour obtenii-, au bout 
du temps t, les diverses positions du point T correspondantes à des 
valeurs données de 

il faudra évidemment circonscrire à la surface LMN un cône qui ait 
pour sommet le point donné A dont les coordonnées sont x, y, z. Le 
point T pourra être run quelconque de ceux qui appartiendront à la 
courbe de contact 

de la surface LMN avec la surface conique circonscrite. Si d’ailleurs on 
mime ; 1“ par les divers points 

T, T'. T", ... 

des normales à la surface. LMN; 2” par l’origine des coordonnées, des 
ravons vecteurs 

01, or, 01", ... 

parallèles à ces normales, les points 

T 1' 1" 

1 J 1 , 1 , • • • ï 

situGS sur ces rayons vecteurs à runité de distance de rorigine, indi- 
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({lieront, sur la surface sphérique qui a pour rayon l’unité, les élé¬ 
ments 

0 , 6 ’, 6 ", ... 

correspondants à la valeur donnée de s. 

Lorsque la fonction F((r, j, 2, z), comme il arrive d’ordinaire dans 
les problèmes de Mécanique, et comme nous le supposerons dans ce 
(]ui va suivre, est une fonction paire de t, c’est-à-dire une fonction 
entière de l’équation (7), résolue par rapport à to, fournil des 
racines deux à deux égales, au signe près, mais alfectées de signes 
contraires. Alors la surface des ondes et la surfaca! (caractéristique ont 
pour centre commun l’origine des coordonnées. Alors aussi B reprend 
la même valeur sans changer de signe, quand on remplace 


et en conséquence la somme que renferme la valeur de D^'w, 
se compose d’éléments qui, pris deux à deux, sont égaux et affectés du 
même signe. Donc alors on pourra se borner à calculer ceux de ces 
éléments qui correspondront à des valeurs positives du IrimniK' 

(/;r- 4 -(’r- 4 - 

c’est-à-dire à des valeurs de u, e, w propres à vérifier la condition 
(18) /(æ;- t-(’_y-h ir.3 > 0, 

sauf à doubler ensuite la somme obtenue; et, si l’on nomme 4’ la partie 
de CT relative à une racine déterminée de l'équation (7), on pourra sup¬ 
poser 

(' 9 ) 4 =-.- 200 , 

qTT 

pourvu que la sommation indiquée par le signe 2 cesse d’embrasser 
diverses valeurs de 10, et s’étende, non plus h tous les éléments 0, 0', 
0", ... de la surface sphérique, mais seulement à ceux qui correspon- 



HXTKAIT N« IW. 


321 


•trnuf à des valeurs (!<> p et de q pour lesquollos la condition (i8) se 

îrtHîvrr;i vrritî(**i‘. 


Stippusuns iiiainfeuaul que la valeur initiale de D""'ta soit seulement 
seiisild.* dans riutérieur d’uiu' spliiu-e très petite dont le rayon soit e, 
te rentre de celte sphère étant l’nrif^ine <]es coordonnées. En d’autres 
teimes, siqipnsniis (jue la lonclion paire de ,v, représentée par n(.v), 

H t‘v;iiiiHîÈHsr Ihh’S (les liiiut<*s 


(IrHî^iKiîit tui luHïibri' tri*s Alors^ <luns lu sonuiK^ 

tjor l ni \ ou |y()un‘a ((‘nir s(mi1(‘.!ïumiI coinpü^ (!<' 

ib*s (^IruM^îifs 0, ,,, (jui iTpondroiil à (l(‘s vahuirs de s tUMi- 

ivvîHvt*^ «’îilrc» !(*s liinitos Irrs r(\ss('nT(‘s 

.V ■■■ .V e; 

1*1 vvllv rirronstaiiri* en K<hiéral, do calculer aisément coUo 

siHiîiiio, oiiiiHïîc» nous alluïiH lo faire voir. 

Si dans f’éqitalinn ^ilr; un peso suc(‘essivemont 

X ■ ^ ' c, 

im fdUirndra d(Mi\ é(juati(His 

I , .1 O. .f*, ) .O, 

i|(ii Munldaldcs aux fommb^s (17}, <d. (jui r(‘présontoront les cn- 

u*btp|H«s intinncnnu» v( oxtéritnire (rinu* c(niain(‘. onde dont répaissour 
M*ra r>tl(* (Hid(* sera prétuséiinnit <‘(dlo une surfaci^ 

sjdiiTHjiii* fbuïf b^ (’tnifn* S(* proiuinu* sur la sur(a<-(‘ dos ondes, (‘t dont 
II* thI rmiiîc. (ada posé, il «xst (darr (juo, dans riiy[)o(hose adrnis(‘, 

un poiirra l«*îiîr sriibniicnl riHnpio dc^ (unix (b^s ('donnnils 0 [KUir l(‘s- 
i|iirlH ir {loîîif, rî-di\ssus désigné par la b‘Uro T, s(‘. trouvera ronfomn^ 
daii!^ rojiaîssinir de Ibnide. fbnir plus do siul[)li(*i((^ nous commonco- 
ifiiiH jiar stiji|H»ser ijue le plan langiuit, nunié à nn<i nap{)e ((ucbîorupu^ 

f # î tir I 
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(le la surface des ondes par un point quelconque de cette surlace, no la 
traverse pas. Alors, dans le calcul de la somme i 0 O, que renferme 
l’équation (19), et qui se rapporte à une nappe déterminée de la sur¬ 
face des ondes, on pourra distinguer trois cas différents, suivant que le 
point A, dont les coordonnées sont représentées par ce, y, z, se trou¬ 
vera lui-même renfermé dans l’épaisseur de l’onde, ou compris dans 
son enveloppe intérieure, ou situé hors de son enveloppe extérieure'. 

Or, si l’on suppose d’abord le point A compris dans l’enveloppe inté¬ 
rieure de l’onde dont l’épaisseur est ce point ne pourra devenir le 
sommet d’un cône circonscrit à la surface LMN, pour des valeurs de s 
comprises entre les limites — t, e. Donc alors tous les éléments de la 
somme 2100 s’évanouiront, et l’on poun'a en dire autant de la somnn^ 
elle-même. 

Supposons en second lieu que le point A se trouve renfermé dans 
l’épaisseur de l’onde comprise entre les surfaces que représentent les 
formules (20), c’est-à-dire entre les deux enveloppes de l’onde, ou 
même situé hors de l’enveloppe extérieure, mais très rapproché de 
cette enveloppe. Soit d’ailleurs p la distance du point A à la surface des 
ondes représentée par la formule (12). La courbe de contact 

TT'T^' 

de la surface LMN, représentée par l’équation (iG), avec le cône qui. 
ayant pour sommet le point A, sera circonscrit à cette surface, conser¬ 
vera de très petites dimensions, pour toutes les valeurs d(î s comprises 
entre les limites — t, i, ...; et cette courbe, qui se réduira simplement 
au point A si l’on prend 

acquerra généralement la plus grande étendue possible quand on po¬ 
sera 

5 = — £. 

Désignons maintenant par ac l’aire comprise sur la surface LMN dans 
l’intérieur de la courbe 


T T'^ 
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(‘1 par K l’aire mesurée dans l’intérieur de la courbe correspondante 

iri"... 

sur la surlace de la sphère qui a pour rayon l’unité, en sorte que I, 1 ', 
I", ... représentent, sur la surface sphérique, les extrémités de rayons 
vecleurs 01, 01', 01", ..., respectivement parallèles aux normales 
menées par les points ï, T', ï", ... à la surface LMN. En vertu des 
[trincipes établis dans les précédentes séances, on aura sensiblement 

( ■'. I i K = 2 TT k - - COS ô, 

/■ 

[)ourvu ([lie, en at tribuant aux an gles polaires p, ^ les valeurs qui déter¬ 
minent la direction de la normale menée à la surface des ondes par le 
point 1 ) 011 cette surface coupe le rayon vecteur OA, on nomme k le 
rayon de moyenne courbure do. la surface caractéristique à l’extrémité 
d’un rayon vecteur parallèle à celte normale et réduit à l’unité. Quant 
à la lettre o, elle représentera simplement, dans la formule (ai), l’angle 
aigu formé au point D par la normale à la surface des ondes avec le 
rayon vecteur OA, de sorte que, en supposant remplie la condition (i8), 
on aura 

(( .T-i-vy-i-w: 

( . CO S 0=1:1 --- 

D’autre part, si, on supposant la valeur de tP déterminée par la for¬ 
mule (rc)), on nomme P la somme de ceuxdes éléments de tP qui répon- 
(Imit à des valeurs des angles p, q propres à représenter les coordon¬ 
nées polaires de points situés clans l’intérieur de la courbe II'I"... sui 
la sphère dont le rayon est l’unité, la valeur de P sera évidemmen 
déterminée, non plus par la formule (19), mais par la suivante 

I),P=^0D^K, 

ou, ce (|ui revient au même, eu égard à la formule 
(•>,3) IkP = - 
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et comme P devra s’évanouir avec K, pour s = p, on tirera de la for¬ 
mule ( 23 ) 

P=— / -0COSÔ«?S. 

/ 2 /' 

‘P 

Pour déduire de cette dernière équation la valeur de P, il suffira d’y 
poser s = — £. On aura donc 

(24) ^—f^-^&cosdds; 


puis, en remettant pour 0 sa valeur, et faisant passer hors du signe / 
tous les facteurs distincts de s et de n(^), c’est-à-dire tous les facteurs 
qui resteront sensiblement constants entre les limites s = — z, s = p, 
on trouvera définitivement 


(25) 


9 = 


k 

Dq) F(m, G)) 2/‘ 


coso 


I sïi(s)ds\ 


Il est irnportant d’observer que, dans la formule (a.)), la quantité p, 
ou la distance du point A à la surface des ondes, est précisément ce 
que devient la valeur de s donnée par l’équation (8) ou (()), quand on 
prend pour oc, y, z les coordonnées du point A. Ajoutons que si l’on 
considère les quantités p et.s comme infiniment petites du premier 
ordre, la valeur de donnée par la formule (2.3), sera généralement 
du même ordre que le produit de n(ÿ) par l’intégrale 


I 

j sd.s=-{p^--z^), 

qui est elle-même une quantité infiniment petite du second ordre. 

Lorsque le point A est situé au bout de temps i sur l’enveloppe 
extérieure de fonde dont l’épaisseur est 2£, ou en dehors de cette en¬ 
veloppe, on a 

P = E ou p>e; 

et, dans fun ou l’autre cas, l’intégrale que renferme la formule ( 25 ) 
se réduit à 



EXTRAIT N» ikk. 


325 


c’est-à-dire à zéro, attendu que 11(5) est une fonction paire de s. Donc, 
lorsque je point A, étant très voisin de la surface des ondes, reste ex¬ 
térieur à l’onde dont l’épaisseur est 2£, la quantité <S, ou plutôt sa 
valeur approchée, s’évanouit; c’est-à-dire que $ acquiert alors, ou une 
valeur réelle ou une valeur nulle, ou du moins une valeur infiniment 
petite d’un ordre supérieur à celle qu’il acquerrait dans le cas con¬ 
traire. Au reste, on peut arriver directement à la même conclusion, 
non seulement pour un point très voisin de l’enveloppe extérieure de 
l’onde, mais encore pour tout point qui ne se trouve pas compris dans 
l’épaisseur de cette onde, en substituant, dans le second membre de 
la formule (5), s considéré comme variable à la variable p, et déter¬ 
minant alors la valeur approchée de f à l’aide des principes exposés 
dans les divers paragraphes de ce Mémoire. Il y a plus, la conclusion 
dont il s’agit se trouve alors établie, quelle que soit la forme de la 
surface des ondes, et dans le cas même où les plans tangents, menés 
en certains points à cette surface, la traverseraient. Donc il ne sera 
jamais nécessaire de calculer la valeur de ^ que dans le cas où le 
point A sera l’un des points appartenant à l’onde dont nous avons parlé. 
Si d’ailleurs le plan tangent à la surface des ondes ne la traverse pas 
dans le voisinage du point A, la valeur de $ sera déterminée par la for¬ 
mule (25), dans laquelle on pourra successivement attribuer à « les 
diverses valeurs positives et négatives qui représentent les diverses 
racines de l’équation (7), attendu que le second membre de l’équa¬ 
tion (25) se réduit de lui-même à zéro toutes les fois que la valeur de tP 
doit s’évanouir. Donc, en réunissant les diverses valeurs de ® corres¬ 
pondantes aux diverses valeurs de co et doublant la somme obtenue, 
on aura, sous la condition que nous venons d’indiquer. 


(26) 


f .n—2 


k cos^ 


«))(. 




{s) ds. 


Pour ne pas trop allonger cet article, nous renverrons à d’autres 
Comptes rendus les conséquences nombreuses et importantes qui se 
déduisent de la formule (26), et l’examen des modifications que cette 
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formule doit subir quand le plan tangent a la surface des ondes tra¬ 
verse cette surface dans le voisinage du point A dont les coordonnées 
sont représentées par x, r, 


145. 

(liLCUL INTÉGRAL. — Mémoire sur L’intégration des équations homogènes 

en termes finis. 

C. R., l. XIII, p. 564 (>3 soplembro i84i). 

Étant donnée une équation caractéristique homogène et du degré n, 
dans laquelle les variables principales sont trois coordonnées rectangu¬ 
laires œ,y, Z et le temps /, on peut exprimer en termes Unis, sinon la 
fonction principale, au moins sa dérivée de l’ordre n — \, prise [)ar 
rapport au temps, dans le cas particulier où la valeur initiale de cetl(' 
dérivée dépend d’une fonction linéaire des coordonnées, c’est-à-diia' 
de la distance à un point fixe. C’est même cette circonstance qui, eu 
réduisant le calcul des phénomènes à la discussion d’une intégra h' en 
termes finis, permet d’établir très facilement les lois de la proj)agatiou 
des mouvements simples d’un système de molécules, ou, eu d’autres 
termes, les lois des mouvements à ondes planes. Les calculs sembleul 
au premier abord devoir être beaucoup plus difficiles dans hï cas gé¬ 
néral où la dérivée, de l’ordre n — r, de la fonction principale a pour 
valeur initiale une fonction quelconque des coordonnées. Toutefois ou 
peut, comme nous l’avons expliqué, ramener le cas général au cas par¬ 
ticulier où la valeur initiale dont il s’agit dépend de la distance' à un 
point fixe, et s’évanouit dès que cette distance cesse d’être très peitite*. 
Déplus, on pourra, dans ce dernier cas, à l’aide des principes établis 
dans le précédent Mémoire, réduire la dérivée de l’ordre n - - a (b' la 
fonction principale à une intégrale simple. Il est aisé d’en conclure que 
la dérivée de Tordre n — i pourra être alors exprimée en termes finis. 


EXTH VÏT N‘* IW. 


:i*iT 

E’t\sî cv <(U{‘ je me jireposi^ mainl(‘nan( (1(‘ fain^ voir. Je monlr<‘nii dans 
un auln* Aïli(*le (|U(' «‘iia^onslaïua^ |)(muïH‘I d'établir Ires laidb*- 

uhuH les lois d(‘ propaj^alion <les on{l<\s d'épaisseur (‘onstante. 

Vnaiasi:. 

^ l''. l'niisiili-iutiinns i;riiri (lira. 

l‘n ‘nous poiu^ variables indépendantes b* ((‘inps t (‘1 les fi'ois c‘ooi’- 
donné(es reetan^nlair<es a\ )\ z d’im point mobib» dont la distane(‘ ;i 
rori^ine sei‘a 

Ndmunons 

Im / . . 

um‘ ioni'tion dv (M's vai’iables, entiiert** boino'i('n(\ du (b'^^re //, tU dans 
bupielb* b* eoefüeiiuit <le st* rednist' à rnnité. Enlin suppostms la 
Idnrtion prlneipale m assujtiiie il la doubb' eomlilion de vérilier» ipiel 
que s<dt /, récjuation aux diHérenetss partielb‘H 

f î I F( b,,, 0», IK, t/<»f 

et, pour / o, b^s eonditimis 

' *} w (», O, I)/ 'f.T U, nj‘ * r,i r;ii r, i , . 

Sî fou po><\ p(Hir abré^au*, 

I • » î H D / ‘ JT?, 

t’imaumue e \i‘ritiera t‘lbe»ménM* réijuation (‘arartérisfiqnr 
* \ > Vi téi » t b , ïb »». 

Elle sera doue une inte^U'ab* de eetle équation; et elle eu seiai inenie 
une inte|4rale en termes finis dans deux ras di;nn‘s de remaiapie, el 
qm» nous allons sueeessiveinent (mnsidérer. 

Soient fK fj les amples polaires lormés : i” par le ra\on \eeteur / 
avee Taxe des.r; a‘* par le plan <jui rtudérme ei* ra\on et eel ;.i\e avee 
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le plan des æ;, y; en sorte que p, q, r représentent les coordonnées 
polaires liées aux coordonnées rectangulaires æ-, y, 3 par les équations 
connues 

x=:/-cos/), 7=/'sin/? cos<7, 3=/sia/? sine/. 

Si l’on nomme a, e, w les cosinus des angles formés par le rayon vec¬ 
teur / avec les demi-axes des coordonnées positives, on aura 


( 5 ) //=cos/?, (’= sin/) COS//, n’— sia//sia//, 


et l’équation du plan mené perpendiculairement à ce rayon v('cteur 
par l’origine des coordonnées sera 

MX H- (’>■ -H H'3 =. O. 

Ajoutons que, si un point(x-,y, z) est situé hors de ce plan, sa distance 
au plan sera la valeur numérique de la quantité ç déterminée par la 
formule 

(6) i — U.f -h (’r H- ir 3. 


Cela posé, concevons d’abord que la valeur initiale de «, représentée 
généralement par cj(x,y, 3), se réduise à une, fonction de ç, en sorte 
qu’on ait, pour t = o, 

« = IÏ(ç). 


En vertu de la formule (20) de la page 25 o ( ' ), la valeur générale de a 
sera 


(7) 


B = 


(f, w)], 


■ fl(s H- uC), 


ou, ce qui revient au même, 


( 8 ) 

la valeur de s étant 


I' 


•(E(m, c, ir. m))< 


•Il (.9), 


(9) S — Ç + ut, 

et le signe £, s’étendant à toutes les racines de l’équation 


(10) 


F (h, iv, w) = O. 



EXTIIAIÏ N» U5. 


329 


Concevons à présent que la valeur initiale de a se réduise à une 
fonction de la distance /"qui représente le rayon vecteur mené de l’ori¬ 
gine au point (.r, s); en sorte qu’on ait, pour t = o, 

a —n(/-). 

Alors, en supposant toujours les valeurs de o> et de i déterminées par 
le moyen des équations (9) et (10), jointes aux formules ( 5 ) et (6), on 
aura, en vertu de la formule (4) de la page 299, 




-4 ^'(1* 


Il (.?) devant être considéré comme une fonction paire de .ç. Donc, en 
posant, pour abréger, 

.vn(.v) = f{.ç), 

et ayant égard à la formule (9), de laquelle on tire 

ds — w di, 


par conséquent 
on trouvera 

(12) a .- J- f t — -i— p—ÿiit P d//dp. 


Si maintenant on suppose, d’une part, que F(Æ.‘, r. s,/) soit une fonc¬ 
tion paire de t, d’autre part, que 11(5), et par suite f(5), s’évanouissent 
hors des limites 

(i3) s~z. 


£ désignant un nombre très petit; alors, en appliquant à l’équation (12) 
les principes de réduction développés dans le précédent Mémoire, on 
verra la valeur de a se réduire à celle que donne la formule 


(• 4 ) 


-= r 


k cosâ 


c, w, w))„ 


f 




Dans cette dernière formule, après l’extraction des résidus, on doit 

42 


OFMvres de C. — S. I, t. VI. 
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prendi‘6 pour valeurs de u, v, (v des fonctions déterniiuees de v, 
savoir, celles qui représentent les cosinus des angles formés par les 
demi-axes des coordonnées positives avec la normale menée à la sur¬ 
face des ondes par le point D où cette normale coupe le rayon vecteur r. 
Si l’on représente par 
(i5) 8.= O 

la surface des ondes, S étant fonction de x, y, s, t, les valeurs de //, 
V, m seront précisément celles que l’on déduira des formules 


(i6) 




ni _J_ ^.2 -i_ tr- I , 


jointesà l’équation (i5), à l’aide de laquelle on peut toujours éliminer /. 
Ajoutons que les signes de u, v, w devront être choisis de manière à 
vérifier la condition 


(>7.) 


iix -1- (’/ -+- > O. 


Quant aux quantités o et k, elles représenteront, d’une part l’angle 
formé par le rayon vecteur r avec la normale menée par le point I) à la 
surface des ondes, et d’autre part ce que devient le rayon de moyenne 
courbure de ta surface caractéristique, pour le point G de cette dernière 
surface qui correspond au point D de la surface des ondes, dans le cas 
particulier où le rayon vecteur OC se réduit à l’unité. 11 est aisé d’en 
conclure : que l’on aura 


(i8) 


cos à = 


,, J. 


£ 

/•’ 


2" que, si l’on pose, pour abréger, 

F( a, w) = A, 


k sera le produit des deux axes de l’ellipse représentée par le système 
des deux équations 


x»DaA-t-y'D3A-h2*Da,A4-2yzD„D„,A-(-2zxD„,D„A +• 2 xyD„D,A 
^ =±[(D„A)^-h(D,A)î + (D„.A)^]S 

■xD^A+ yD„A-H zD„A = 0 . 


(>9) 
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Il est généralement facile d’obtenir en termes finis la valeur de la 
seule intégrale que renferme la formule (i 4 ). En effet, on a généra¬ 
lement 



I*’ (^) - I*( *5 Ù) ^ ) - f (- s). 


D’ailleurs, lorsque la fonction f(i), qui s’évanouit hors des limites 


-£, i = £, 

reste continue dans le voisinage de la valeur particulière s = — t, on 
a certainement 

f(—£)—O, 

et, par suite, 

1 t ’ ( t*( Ç —f- (si t ) t Ç -j— 0.) l) Il ( ç “H O > 


ce ((ui réduit la formule (i4) à 
{'.io) a = .r 


kcos(î 


O- 


[F(a, V, w, w)),. 


«11(5), 


la valeur de s étant donnée par l’équation (9), ou, ce qui revient au 
inèine, par la suivante : 

(, T I ) 5 rrr ^ 19 - -f- ti’.3 -H co t. 

Il semble, au premier abord, que l’on pourrait conserver des doutes 
sur l’exactitude de la formule (20), dans le cas où la fonction ÎI(.ç), 
passant brusquement d’une valeur différente de zéro à une valeur 
nulle, offrirait une solution de continuité pour s = — i, ce qui nous 
obligerait à regarder les valeurs II(— e) et f(—e) de n(i') et de ff/) 
comme indéterminées. Mais on peut lever ces doutes en considérant 
une fonction qui passe brusquement d’une valeur différente de zéro à 
une valeur nulle comme la limite d’une fonction dont la valeur numé¬ 
rique décroît très rapidement; ou, mieux encore, en appliquant direc¬ 
tement à la détermination de a, dans le cas dont il s’agit, les principes 
exposés dans le précédent Mémoire. En effet, posons alors, pour 
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abréger. 

D„I' (.«, i’, if, w) 

et nommons G un élément de la suifaee s{)liéri(|ue (iiii a l’origine pour 
centre et pour rayon runité. Dans rinlégrah^ double 


(aa) 


kl J. 


Cvlll-vl 


<- (E(«, e, ir, w)), 


■ siu /I t/i/ il[> 


que renferme la formule (n), la jiarlie ‘T, eorn'spondaiite a une racine 
déterminée de l’équation (lo) ('t à dt^s vab'urs de ti, e, tr assnjetlies a 
vérifier la condition (17), sera, comme nous l’avons n-mar<}Ue dans le 
précédent Mémoire, 

(a3) 4’. 


D’ailleurs la valeur de <î, déterminée [lar l’équalion (ad;, s’évanouira 
généralement quand le point (.r-.r. =) ne sera jias tri's voisin de la 
nappe qui, dans la surface des ondes, correspond à la racine que l’on 
considère. Au contraire, 4’cessera de s’évanouir si le point ,.r, r, ;) 
est compris dans l’épaisseur de l’onde engendréi* par une splière dont 
le rayon serait e, et dont le centre se promimerait sur la nappe dont il 
s’agit. Alors aussi, dans lo second membre <le la formule a » , la som¬ 
mation indiquée par le signe il pourra être restreinte aux seuls élé¬ 
ments 0, 0', 0 ", ... de l’aire 


mesurée sur la surface sphérique qui a pour rayon l’unité, tlans l’in¬ 
térieur d’une certaine courbe II'I"... dont les dimensions seront très 
petites; et 0 pourra être censé dépendre de la seule variable .v. Soit 
d’ailleurs E la valeur, différente de zéro, acquise [lar la fouet ion 

f(s) =:;;sU(.l!) 

au moment où la variable s s’approche de la limite — e qui rend cette 
fonction discontinue. Si le temps t vient à varier, et à recevoir un ac- 
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croissement infiniment petit àt, la valeur de déterminée par l’équa¬ 
tion ( 23 ), variera pour deux raisons, savoir : parce que le coefficient©, 
variable avec^, recevra, pour une valeur de adonnée par la formule (21), 
Faccroissemeat infiniment petit 

D,0.As = D,0.coA^; 


2" parce que la plus grande des valeurs de K, c’est-à-dire la valeur de K 
correspondante à y = — e, et représentée par le produit 


2 7rk - 


Cl) t 


• cos (5, 


perdra quelques éléments 


0, .r, 


dont la somme sera la valeur numérique du produit 


2 Trk - cos<5. A^. 
r 


On trouvera en conséquence 

(0.4) D/rrrr-i-y o)(5 D.-© -t- - «0 - C0S5, 

L\ TC 2 r 

s devant être réduit à — e, et f(s) à E, dans la valeur de 0 qui devien¬ 
dra ainsi 


1),., V, H’, &)) 


Comme d’autre part les principes exposés dans le pi'écédent Mémoire 
réduisent la quantité 

au produit 


K cos (5 


2 r, (V, 0)) 

dans lequel on devra supposer 




f'(.s’) ds, 


I î'(s) ds — f(ç-h Oit) — Ej 
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abréger. 


DwF(m, p, w) 


sn(.s), 


et nommons 6 un élément de la surface sphérique qui a 1 origine pour 
centre et pour rayon l’unité. Dans l’intégrale double 


( 22 ) 





V, W, & 3 )]„ 


s\n P dq dp. 


que renferme la formule (i i), la partie ‘T, correspondante à une racine 
déterminée de l’équation (lo) et à des valeurs de u, o, w assujetties à 
vérifier la condition («7), sera, comme nous l’avons remarque dans le 
précédent Mémoire, 

( 23 ) $=^ 200 . 

4 tc 


D’ailleurs la valeur de déterminée par l’équation ( 23 ), s’évanouira 
généralement quand le point {oc,y, z) ne sera pas très voisin de la 
nappe qui, dans la surface des ondes, correspond à la racine que l’on 
considère. Au contraire, f cessera de s’évanouir si le point {æ,Y,z) 
est compris dans l’épaisseur de l’onde engendrée par une sphère dont 
le rayon serait i, et dont le centre se promènerait sur la nappe dont il 
s’agit. Alors aussi, dans le second membre de la formule (aS), lu som¬ 
mation indiquée par le signe 2 pourra être restreinte aux seuls élé¬ 
ments ô, 6', 6", ... de l’aire 

rr — s » 

K=: 27 rk-coso, 

/• 


mesurée sur la surface sphérique qui a pour rayon l’unité, dans l’in¬ 
térieur d’une certaine courbe ll'l"... dont les dimensions seront très 
petites; et 0 pourra être censé dépendre de la seule variable s. Soit 
d’ailleurs E la valeur, différente de zéro, acquise par la fonction 

f(^)=«n(«) 

au moment où la variable s s’approche de la limite — e qui rend cette 
fonction discontinue. Si le temps t vient à varier, et à recevoir un ac- 
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croisseincnt infiniment petit Az, la valeur de ï’, déterminée par l’équa¬ 
tion (aS), variera pour deux raisons, savoir : i° parce que le coefficient 0, 
variable avec^, recevra, pour une valeur de adonnée par la formule (21), 
l’accroissemen.t infiniment petit 

D,0. A5 = D,0.wAZ; 

2” parce que la plus grande des valeurs de K, c’est-à-dire la valeur de K 
correspondante à ^ = — £, et représentée par le produit 


2 K k---cos 3, 

perdra quelques éléments 

G, G', G", ... 

dont la somme sera la valeur numérique du produit 

2 7rk-cosô.Al. 

/• 

On trouvera en conséquence 

(2.4) coGD,©-h-W0-COS5, 

4 ^ ^ 2 /* 

s devant être réduit à — î, et f(i) à E, dans la valeur de 0 qui devien¬ 
dra ainsi 


I)„ l" ( U, I’, (V, &)) 


E. 


Comme d’autre part les principes exposés dans le précédent Mémoire 
réduisent la quantité 

V D. ® 

au produit 

__ K cos 3 

2 r, IV, w) /■ 

dans lequel on devra supposer 

Ç -h O) t 


J . ■ f'(.v)rf.ç = f(çH-£oO-E, 
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ia formule (>4) donnera définitivement 


(25) 



O)"-' Kcosô 
-—-—-- * ( Ç Cl) O 


Pour déduire de cette formule la valeur de a, il suffira de réunir les 
diverses valeurs de correspondantes aux diverses valeurs de to et 
de doubler ensuite ta somme obtenue. Or, en opérant ainsi et ayant 
égard à la formule 

f(.y) = 5n(.ç), 

on retrouvera précisément l’équation (20). 

En résumant ce qui a été dit dans ce paragraphe, on obtient les 
conclusions suivantes. 

Soient® la fonction principale qui vérifie l’équation (i), et a la déri¬ 
vée de l’ordre n — i de cette fonction principale. Si la valeur initiale 
de 8 dépend seulement d’une fonction linéaire ç des coordonnées .r, 
y, Z, c’est-à-dire de la distance du point {æ,y,s) à un plan fixe, la 
valeur générale de a s’exprimera en termes finis à l’aide de l’éijua- 
tion (8). De plus, si la valeur de a dépend seulement du rayon vec¬ 
teur r, c’est-à-dire de la distance du point {æ,y,z) à un centre fixe, la 
valeur générale de h s’exprimera en termes finis à l’aide de la for¬ 
mule (20), avec une approximation d’autant plus grande que la sphère, 
en dehors de laquelle la valeur initiale de a s’évanouit, sera plus 
petite. Dans tous les cas, la valeur générale de a vérifiera l’équation 
caractéristique, et par conséquent la formule (8) ou (20) offrira une 
intégrale de cette équation en termes finis. 

Si l’on voulait obtenir la valeur générale, non plus de la fonction 


mais de' 


« = Dr'®, 




□ désignant une fonction entière quelconque des lettres caractéristiques 

D^, D^, D„ D,; 
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alors, à la place des équations (8) et (i i), on obtiendrait les suivantes 


(26) 


(27) 


□ ro=: an;--"-I 


(>, 0 ))), 

iTZ ^TZ 


11 ( 5 ), 


□ raî=-r— nD,- f f I ^r— - ■ smp dq dp, 

47T <-• (F(m, e 1 t ^ 


dont la première pourra être généralement réduite à la formule 


(28) 


n® =/, rî^T 


(F(m, 1>, w, co)), 


□ ttr" 11 ( 5 ). 


Il y a plus : la formule (27) pourra elle-même, dans beaucoup de cas, 
être réduite, sans erreur sensible, à la suivante : 


<’«> °'”=-sX 1 


Si l’on applique au second membre de celle-ci la méthode de réduction 
ci-dessus appliquée au second membre de la formule (r i), on parvien¬ 
dra, non plus à l’équation (20), mais à la suivante : 


(3o) 


□ ^ - 


k coso 


(F(", c, lï-, w))o, /• 


□D;-'' 5 n( 5 ). 


Dans ces diverses formules, la valeur de5 est toujours celle que fournit 
l’équation (21). 

La formule ( 3 o), comparée à la formule (28), fournit le moyen de 
reconnaître les rapports qui existent entre les lois de propagation et de 
polarisation relatives, d’une part aux ondes planes, d’autre part aux 
ondes courbes dont l’épaisseur est infiniment petite. C’est, au reste, ce 
que nous expliquerons plus en détail dans un autre Article. 


§ IL — Extension des formules établies dans le premier paragraphe. 

La formule (11) du paragraphe précédent se rapporte au cas où la 
valeur initiale de a est représentée par une fonction paire du rayon 
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vcct6ur r, ou, C6 (jui roviont uu rnêmo, pui une fonction de 

Pour plus de généralité, on pourrait supposer que la valeur initiale de 
« est de la fornae 

a = n(v), 

la lettre II indiquant toujours une fonction paire, et la lettre v dési¬ 
gnant la racine carrée positive d’une fonction de a;, j, s, entière et ho¬ 
mogène, mais du second degré. Soit, en conséquence, 

1 

V. =: {ax-^ by"- 4-^524-2 dya H- 2 ezx 4 - o. fxy )- , 

a, h, c, d, e,f désignant des coefficients constants, tellement choisis 
que la valeur de % soit constamment réelle, et différente de zéro. Con¬ 
cevons d’ailleurs que les équations 

ax + J’y + ez — 
fx -t- by ->r dz ~ 
exdycz 

résolues par rapport à x, y, s, donnent 

Æ- = ax ■+- fy -+■ ez, 

/ =;fx 4-by-1-clz, 

2 = ex 4- dy -t- cz; 

enfin nommons V et V les volumes des deux ellipsoïdes représentés 
par les deux équations 

ax^ 4- b y- 4- cz- 4- 2 dyz + 2 e2x 4- 2 fxy ~ i, 

ax- 4- by^ 4- cz^-i- 2 dyz 4- 2 ezx 4- 2 fxy i; 

on aura, non seulement 

abc — ad- — be- — c/^ 4- 2 def , 

abc — ad* — be* — cf* 4- 2 def = » 
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mais encore 


V2-Ç)2 = ,, Vt?=i; 

soient de plus, comme dans le § I, 


et posons 


i/ =:cosp, (’= sin/> cos^', rr: sin/> sin</, 

ç — uic -i- f’y + wz, 


Q = (a ■+- b V- H- C(v--H 2 de(v -t- 2 e wa + 2 f//c )-. 


Si l’on représente par f(ï) une fonction impaire de t, on aura, en vertu 
de la formule (27) de la page 237, 




<■> 

Si l’on pose en particulier 


Q 


Q» 


on aura, par suite, 


= C=zi, 

il 

II 

II 

0 

Ü 

0 

II 

d = e = f 0, 


0 

il 


X = r. 


et la formule (i) donnera simplement 

— f i'ii) sinp dq dp. 




L’équation (2) est précisément celle que nous a fournie la valeur de a 
que présente la formule (11) du § I. Mais, si, dans la recherche de la 
valeur de a, on substitue l’équation (i) à l’équation (2), alors, au lieu 
de la formule (i i) du § T, on obtiendra la suivante 


(3) 




, IL r r ,Tf /f sin/2 

47rJ J <--'(F(m, V, (V, w))a, \Q/ Q" 


S \ sin/> (iq dp 


la valeur de ^ étant toujours 


5 — Ç -i- 63 ^. 


OEui^resdeC.-^S. I, t.VI. 
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rendes de i;u:'iDi;\nE 


Si maintenant on appli(iue à la loi'inule 
précédemment appli(]ue(‘ a la lorinule i i 
tion suivaiiD' 


’t la iiiéllitHle ili' reiltii'titin 
(in i; I, (»ii (ililicniira rtnina- 


(4) 


C l\ tr, 


K 

i)'^r 


, ii( 


< t 


les val(HU‘s (!(' 


{/y (\ IV» ** 


étant précisément les mêmes (pn' dan-' les lunnnle-' 
premier ])araii;raphe. 


§ 111 . 


Application des fonnutra r/aldii's ihins h s dt n , pt ,>>iu r \ pat .... * apl> 
(tu cas oit rét/iialinn (■antrlrrislir/Ki' rsl i/ii •nd dt\;it >.» t)l< »i> tif 


Considérons en parlienlier h' cas ni'i re([nali(tn eaiaeli-n-'ti'iin- ••■•i 
du second dei>;ré; et supposons d'ainml (|iie 1 on ait 


(i) :..0 I- LlA-r' ■ i ' : - 

ü désignant une constante posilivi'. Alors, 1 eijiialion de la "iirl.o <■ i .c 
ractéristi(jiie étant 

V ..U I ■ 

V . ^ y. 


celle de la surface dim ond(;s sera 

I iiV. 

et les formules (iti), (17), ( (B) du ^ I donneront 


il r IV ! s 

.r y Z r r / ’ 

coso I, ^ /\ 

De plus, les formules (19) du l, étant réduites an\ Mti\atitc-> 

4--h Z-: . ï, fi\ \ [‘S ^ tr/ »». 

représenteront un grand cercle de la spin-re dont le ra\on e>t l’unité 
On aura donc encore 


iv I, 
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et la Ibrnnile (20) du §'I donnera 

P tu ( Ç —j— ti> Z ) Jï ( ç to ^ ) 

ou, ce qui revient au même, 

(aj s — + + (/■——<20 

2 /• 

Il est aisé de s’assurer directement que cette valeur de a vérifie en effet 
l’équation caractéristique 

[Df - £i^ (Di. + Di + D|)] a - o. 

Il est clair d’ailleurs qu’elle se réduit à IT(r-), pour ^ — o. 

Supposons en second lieu 

( 3 ) F(x, 7, 5, t) = t- — (a. 25 ^ + bj- -H C3- -+- 2 dj^ -+- 2 c sa' -+- 2 IVf )-). 

Alors, l’équation de la surface caractéristique étant 

ax® -f- by^ -+- cz^ + 2 dyz + 2 ezx -t- 2 fxy — t‘\ 
l’équation de la surface des ondes sera de la forme 

aa>^ + by^ -t- cz- +'2 dys -+- 2 ezæ -+- 2 fxy t-, 

les relations entre les deux systèmes de coefficients 

a, b, c, d, e, f; a, b, c, d, e, / 

étant les mêmes que dans le second paragraphe; et, si l’on pose, pour 
abréger, 

i, 

£2 zrr (a a- 4 - b 4 - C 4 - 2 d vw 2 e ivu -4 2 f uv ) -, 

1. 

t i^aœ- 4- by^ 4- cz- 4- 2 dyz 2 e zœ 4- 2j\xyY , 

les formules (r6) et (17) du §1, jointes à réquation (6) du même para¬ 
graphe, donneront 

[ U _ f _ tï’ _ç 

\ aæ 4- fy 4- ez b y dz ex 4 - dy cz 

( 4 ) < ' 

j _a4- f(’ 4- _fw 4- bp 4- diï’_e ff 4- d r 4- Civ^ __ £2- 

y Z q 


X 
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On aura par suite 

(5) i ii.. 

Faisons d’ailleurs, |)our aliréf;<‘r, 

i 

H l'(;u/ ■l-l’r-1- oiv)* 1 ( 0/ i l*'’ ! 0‘»/ ' d >' ■ ciiVI". 

On tirera encore de la Idrinule {/I) 

K ii* / 

r i S 

par conséquent, l'U égard à la (oriuule ^i8) du 1, 

< >2 * 

((>) H ' ““ ; 

(*<)S0 


elles équations (19) du ^ 1, jointes à la formule f ] . doiiiieruiil 

(7) ax^+liy*-l-cz’-i-ad y/ i i-'tfxy It, ix rx ■■/ u. 

Dans l’ellipse, que représentent les deuK dernii'ri's éijualions, (|uaiid ou 
y considèia! x, y, z coinine seules variables, le produit K tles deux 
demi-axes est déterminé par la forinuh' 

k . 4', - D. 

et de celle-ci, jointe à l’équation (6), on tire 

kc'oS'î i 

/•. ' T’ 

la valeur de x? étant la rnêine que, dans le ^ II. C.ela jinsé, (Muiinie la 
quantité ici désignée par ü ne dill’èro pas de eelb* (jui, dans la for¬ 
mule (4) du second paragraphe, se trouve rf'présentée par la lettre Q. 
celte même formule, jointe à l’équation 
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ou, ce qui revient au même, 

^ g ^ y _ n(tH-^) + (v — i ) II ( L — t) 

av 

Il est aisé de s’assurer directement que la valeur de a, donnée par 1 ’ 
quation (8), vérifie en effet l’équation caractéristique 

[D| — (aDl -H bD^.+ cD| + adD^D.-h 2eD-D^+ afD^Dy)] a = o. 

Il est clair d’ailleurs qu’elle se réduit à I 1 (ï) pour t = o. 


146 . 

Mécanique céleste. — Noie sur une iranscenda/ile que renferme le dév 
loppement de la fonction perturbatrice relative au système plan 
taire. 

C. R., T. XIII, p. 682 (4 octobre )84i). 

§ I. — Considérations générales. 

Soient, pour la planète m et au bout du temps i, 

r la distance au Soleil ; 

P la longitude ; 

'.]/ l’anomalie excentrique; 

T l’anomalie moyenne. 

Soient encore 

a le demi grand axe de l’orbite décrite par la planète m; 
t l’inclinaison de cette orbite; • 

£ l’excentricité; 

Gïla longitude du périhélie ; 

çp la longitude du nœud ascendant. 

Enfin nommons 


/•', //, T, a', t', s', ct', œ' 
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ce que deviennent 

/-, P, <1;, T, a, i, B, rn, o 

(|uand on passe de la planète m à la planète m'; -c- la distance lU'clIe 
des planètes m, m' au bout du temps t, et o leur distance apparente. 
La fonction perturbatrice R sera, comme l’on sait, 

„ m'r „ m' 

i ! I R =: —JT COSO -f- ... — * • • > 

r - ï- 

la valeur de t étant 

^ = (r-— 2 /t'COSO- f- 

D’ailleurs, en nommant yj la tangente de la moitié de l’angli' dnnl 1(‘ 
sinus est s, on a, pour chaque planète m, non seulement 

( 3 ) rz=za{i — scosi\i), ^ 


mais encore 


I — ecosiè ~ (j — ), 

I — 

I — Yje"^v/-î 

et, pour les deux planètes m, m', 

(5) COSO - fi CO%{p'— P H- D) + V cos (/>' — /J H- <ï>), 

U, V, II, d* désignant quatre constantes dont les deux premières sont 
liées à l’inclinaison mutuelle I des orbites par les deux équations 

v = sin2i, fi^cos^î =1 —V 

^ 2 ’ 



tandis que les deux dernières vérifient les formules 

( 7 ) sin 4 .^^- 2 .^^- 


2 fi 


2 V 
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Si l’on développe R suivant les puissances entières des exponentiell 
trigonoinétriques 

on obtiendra une équation de la forme 

( 8 ) R = i(/«,, 


le signe 21 s’étendant d’une part à toutes les valeurs entières positive 
nulles ou négatives de ii, a-, d’autre part, à toutes les combinaiso 
que l’on peut former avec les planètes m, m\ ... prises deux à deii 
et la valeur du coefticient (m, étant fournie par les équations 


(9) 


(lO) 


(//i, 


^ n^n' 


B«,/r 


, ,.S1t 

A / / 46' 

I y'.S'ÏT ^211 

4 _ / / (/Trrr. 


Or on peut ramener le calcul du développement de R au calcul de do 
espèces d’intégrales définies, savoir, de celle que renferme le dévek 
peinent de la fonction 

_ 1 

(il) A=r[>. — fX. COS(/j'—/>-+- üt)] - 


suivant les puissances entières do l’exponentielle trigonométrique 

g(/)'-/)+ra-) \/~i ^ 

la valeur de X étant 



et de celles qui naissent du développement de la fonction 

^*/l£siu'^ \/—I 

suivant les puissances entières de l’exponentielle 

e'W” ; 

c’est ce que l’on verra dans les paragraphes suivants. 
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§ II. — Valeur de A„,„'. 

Comme nous l’avons prouvé dans un précédent Mémoire, on a 

la valeur de Pa,a' étant nulle lorsque les valeurs numériques de h, h' 
diffèrent de l’unité, et la valeur de Qa,// étant de la forme 

(2) ^ h , K —^ h <)' k - 

Gomme on a d’ailleurs 

P,,. 

P_,,,= ifxen^^, P,,_, zri,fAe-IW >, 
l’équation (i) peut être réduite à 

1 A„,„'= y, (i\ c-(itr ,-rTM.<I>)v' -ï) 

( 3 ) 


Quant aux valeurs de 


fl U q\. 


elles sont données, sous forme d’intégrales définies, [)ar les é([ua- 
tions 


(4) qi — ai —'] — Ç (1 — f]e^'l~'y (i — Y]e~'W-' ) e f'è''r/'ii, 

\ 2 Y) y 2 71, y ^ 


^2*/iy 271 

/ p' \~1 

(5) 


1 - 


2^7 27: 

6 t, pour déduire de ces formules les valeurs Je 


il suffira dy changer, dans les exponentielles, le signe de ou de if/'. 
D’ailleurs, comme on a 

dr= (, _ e'cos>}.')f/<l.'= (^)(i - 
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une seule intégration par parties, appliquée à la formule (o), donnera 

(6) '71=—27T / — Y/e'f'v^) e/ili. 

Si, dans les formules ( 4 ) et ( 5 ), on substitue pour T, T leurs valeurs 
tirées des équations 

T —'\i — ssind', T'=<h' —s'sind'', 
alors, en posant, pour abréger, 

(t) r9/,=:— I 

on trouvera 


f/l f/ J [(^ + 


— '0 it-t a — 3 (vî -h ’o ’ ) (Ti « H- ( 3 rr -i- v/ ' ) o «— j — 

— „_j — 3 ('fl -+- rj'’)o ,j H- ( 3 rj- -■(- Yi'‘)o ,,+1 — r,'V; ,,4. 


(»uts, en nommant 6 "^. ce que devient 6 '/, quand on remplace s par e' et 
// par //', on trouvera encore 


('/l 

< 

— — n' 


{y'-~ 


1 


a'-- 

( ^ 

1 — rv ,i - 

/ 


Ainsi, chacun des quatre coefficients 

‘ 7-11 '/\^ '/-i 

se trouve exprimé à l’aide d’un petit nombre de valeurs de la transcen¬ 
dante 

n rj, 

O k OU O A-, 


dont la forme est donnée par l’équation (7). On peut tirer d’ailleurs 
facilement de l’équation (7) la valeur de la transcendante dont il s’agit, 
développée en série convergente. En effet, comme on a 

'If v~ _ ai e-'-f 
_ ^2 e - 
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il suffira de développer chacune des exponenlielles 

, e ' 2 

suivant les puissances ascendantes de £, pour on conclure qini la va¬ 
leur ou le coefficient de 


dans le développement de la fonction 


se réduit, quand k est positif, à 


) ) 




* (.///£)* 
ï (/•-f* ï) (/.' 4 -'O 


• I 


Cette dernière équation fournit, en j^énéral, le movmi (!<■ ealcider fai'i- 
lement k quantité rS^. La valeur qu’elle donne pour/'/, est évifhnmnenl 
positive et inférieure à rnnité <(uand on a 


•î // £ \f A' 1 - r. 

Pour (Je gran(.les valeurs de /c, ou aura s(uisildeni(ui( 


I. . 3 .,. k 

P 


{ 2 r.ky(i 


^ ^ ^ J ( ! /nV 

A* -f- I i ^ À* ï j ^ k 4- 2 ) I . y. 


A ( t 


et, par suite, 
(>■) 


é’k-- 



/• t i ’ 


Les formules qui précèdent fournissent le moyen de calculer lri>s faci¬ 
lement le coefficient surtout lorsque n, «'sont de Irî-s <,n-ands 
nombres. Dans un prochain article, je donnerai l’application des 
mêmes formules k la détermination du coefficient B,,,,,. 
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An.vlvsi: MAiiii m\îî(U r. Sur Ir (It^'t lujipvfncnl du n\Hte qui coniplrtv 
lu stTir fit’ l(f\ lt>r ru unr srï'ir uouvrilr, 

< ■ H . , J . \ lîî, I» j > ! >1 Uti ln’r ï H j I I. 

J ai ihutîtr dans un }i!*u«’4m1(Miî Mtuïnuia* l(‘s <lu la (‘unvur^unia^ 

tirs surins {jui nais^unl du duvtdojijiunuuii d(*s Innrliuns (‘xplirif(‘s nu 
iiujdiriîus. uî pr«ui\r quu rus murins rustunt ^j^nuûraliununt conviM'f^iuilus 
taul qüt‘ luN tuîuiinus vt luurs duri\(*M‘s <hi piauniur nrdn* n'sliuU ronli» 
ïiiu^s. IFailluurs lus jU'iuu{|H‘s. d<*s(|uuls j'ai duduiî <*utî(‘ iu'o[)(Jsi(inii 
tlaiis lu Munudru du îH »î. f»uirnisM*nt unx nuunus lus duvuln[>puHnuils 
d'un ^l’and nunibn* du îoîu'üuiin uîi >i*i*iu, uf ru par(ii*uli(*r lus sûric's d(‘ 
La^ran^u, du l'aUnr ud du Maulauriii. Ju \ais aujuurd’liui duduiru d(‘s 
lïiûinus prinuijH's un<’ Idrîiiidf* ïinuvullu (jui puni ûtru nnployûu avuu 
avanta^f* dans la sutnfiun du divuis prnlduiîH*s. (adtu nouvidlu formule* 
seul â unnsurîtr lu rusîu, qui (umipli^h* la suriu de* Taylor, e*n nne^ anire* 
Hurii’ eiemt lu^ «înurs lurious sont re*spuriiv<‘înunl proporlionne'ls, non 
jdus aux duriU'us du di^»*rs nrdrus de* la (unulion (|ue* Ton (*onsieli‘re\ 
mais an\ tlurf\«*u-A de* imuin* «ualru de* e’ulle* fomiion e*! ele* |dusi(*urs 
antn*N qui l'orîfîunî a\uu ullu mn* pro^re^sNiem ^(*eHnuîri(|ue* elonl la 
raisein usî la vanahlu nitum*. îFadlt‘urs la n<nive‘Ile* sed'ie* joui!, (‘omnM‘ 
la surit* élu TaUor. elt* t“uîlu prtqnauh* i'e*niar(jnahle‘ (|ne*, si on rarr'f*le‘ à 
fin turinu donnu, il sura farde* de* <*a!end(‘r une* üinile» de* re‘rruur (‘enu» 
mise* e*n \ur!ii tlt* Idunissinn ele*s îenam‘s suivants. Dans plusie*urs <‘as, 
jiar e*\e*fu|du, qiiantî la fVmrîiéfU eltiimut* se* realuil à nne^ puissanue* eruii 
lidnôîiiu, ta iiennulle* suriu ju*nt <'onv<*r^eu* lri*s rapiele*in<*nl dans s(*s pre*» 
lîiiurs turfiius, uî u!Iu fonridt aleers lu moye‘n de* e'ale'ule*!* sans pe*ine*, 
avuu nm* i^randu ajqtroxunaûeen. le* n*sle* preqiru à (*ennplule*r la se'*rie* de* 
Nuwtoîi, llu idrst pas îmit; tus deHe*leqqM*ïïH*nts de* dive*rs(*s fdne*lieuis 
îransrundîiiilus putivml ut ru ueimple*te"‘s ele* lu nnune* inanii*re‘ par de*s 
sed'ius ejtîi, idafil trrs rtiiive*r^e*nte*s élans l(*nrs pre*mie*rs te*rme*s, p(‘rnH*l™ 



COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


:î'i.8 

lent d’évaluer avec facilité les restes de ces développements. Parmi ces 
fonctions, on doit distinguer les logarithmes, les arcs de cercle cor¬ 
respondants à une tangente ou à un sinus donné, diverses intégrales 
définies, etc. 

.le viens d’indiquer les principaux résultats auxquels conduisent les 
formules que renferme le présent Mémoire. Dans un second article, je 
montrerai la grande utilité de ces formules appliquées à la Mécanique 
céleste, et en particulier au développement de la fonction perturba¬ 
trice. 

Analyse. 

§ P'''. — (’onsidérations générales. 


Soient ({.r) une fonction de la variable or, et 


une variable imaginaire dont le module - soit supérieur à .r. Si la fonc¬ 
tion f(a?) et sa dérivée du premier ordre restent finies et continues 
pour un module de x inférieur à on aura 


(') 


f(.r) : 


A 


'Çf(Ç) 


dp. 


Donc, si l’on attribue à la variable a? un certain accroissement A, telle- 
ment choisi que le module de la somme x h reste inférieur à on 
aura encore 




f ( X -4- h ) 



gr(g) 

— X — h 


dp. 


D’ailleurs, l’équation (i), différentiée n fois de suite par rapport à .r, 
donnera généralement 


(2) 


-î-Dïf(x)=: X 

I . 2 . . . / 'i ^ ^ 2 TT 




KHK) 


■ xy 


r, 


Si maintenant on développe, dans la formule (2), le rapport 


I 


— X — h 




FAT H VI r 1 V 7 . 


tui iuu‘ pro“rt*ssion ; 4 rüiuetri(}fit‘ ordoiiriét» suivaiU les puissances as- 
eeiulantes de /i, ou trouvera 


M"' iT ./-rM!: .c h) 


e|, tMi ej^ard a FcujuaHou \ . la rormult‘ < *» * domuu’a 


i F r ii ? I l / ^ I), U r i . I) 1*1 r \ 

! t I . ‘ ‘ 


î . ‘ . I // n 


n: ‘ i'( /•! 


la valeur de /* efaul 


\ \ / ! ( ; r 


I,a luriimlf ’> . qui liiiiriiil la Nalciir ilc f .r i // , uIlVc pDiir scckiuI 
lurmlirc la série de l'aNlitr avec le reste /•„ qui eunipÜdt* eelfe .séri(' ar¬ 
rêtée ajiri's le ferme. On sait d’aiiletirs (jtie ee reste peut eiienre 

étn* presimte smis la lurme 




r* r /i 


( )u a doue ideïîlti|îieîiieul 




i//* I * IT/fl/• » /i ztJ:: 

^ î, ^, I /I 11 


IlouceviHis iiuituleuaut tjiie, dans Tèquafiou F) , ou dêv<duppe le rap» 
!H»n 


suivant les puissances aseeitdanles de a l aide de la roruiule 


I ii ^ t > h V 


î # An 


r ■ h C' 


I . /' /n 
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On en conclura, eu égard a la formule ( 3 ), 


lO) /■„: 


/i" 




i .2. . A /I — O 


la valeur de ï,„ étant 

(H) t, 


li'‘ 


I r 

^Jo 


“h /l)' 


-DJ-‘[a^"‘"0(.r)] 


dp, 


(Ç —a; —//) 

OU, ce qui revient au même, en vertu de l’équation (8), 


( 12 ) 


{x + hY‘ 


f -- - Dnua- + h - ;)“ (-(.r 4- A — :)] dz. 


Lorsque, x et A étant réels, la fonction f(s) est elle-même réelle, et 
reste continue avec sa dérivée entre les limites z = o, z = x -+- à, on 
tire des formules (7) et (ra) 

(i3) 

et 

04 ) ‘ 

0 désignant un nombre compris entre les limites o, i, et dont la valeur, 
variable avec x, ne doit être substituée dans les formules (i 3 ) et (i 4 ) 
qu’après que l’on aura effectué les différentiations relatives à x, en 
considérant le produit OA comme constant. 

Quoique le second membre de la formule (9) offre une progression 
géométrique divergente, il arrivera souvent que la série comprise dans 
le second membre de l’équation (lo) commencera par converger très 
rapidement. Alors on pourra se servir de cette série pour calculer avec 
une grande approximation le reste r„ de la série de Taylor. L’équa¬ 
tion (i4), ou les équations du même genre que l’on pourrait déduire 
de la formule (12), si la quantité A et la fonction f(5) devenaient ima- 
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uiuaires, st^rvinHiî a ti\<*r l«‘s liînit(‘s dt» rarreur roimuisr dans l’rva- 
IiialicHj u[»|H'a\iîüa(i\t* du rasia /*„, 

Si, daüN ii‘s furiHulrs > , , i •» t‘f i j S î’<‘ïï»plar(‘.r par/rro, 

l’î /r par c^n fdiîiaiMira d auti‘(‘s fiuanulrs dtuiî (Ui pauri'a sauvriil 
f'aiia^ üsaga ptüir d^iarniiiHaa a\<*a uik* praïuh* appiaixiniafion, l(‘ rrsl(‘ 
«jUî roiiiplrîr la st*rîr tlt* Ma«dauiaii. aî psMîr ti\«‘r 1rs üniiîrs drs (‘îaaairs 
ruïîuiiîsrs daîis rrvahialiuu du rr nndiir rrsft*. 


II. i^ % f}ti fti ii'ufit piiiKstifii't' Imiihfit', 


LtHNqtlr, tlaUN 1rs luriitulrs > , n» ^ i *» t‘| j j du ou pusr 

i‘ i ■ / ■, 

«l<*Ni;4uauî Hur i|Hauiiîr rt'tdlr, nii «diîirhl dr-. ri|uaîit)ns (|ni Idurnis 
^rilt, UiHî srlîlrîurul Ir drVrH^pprînru { i-niuin dr 

- r h , 


rii ïîiir srnr iirdunur»* sunant 1rs piiissaurc's a'^rrndault‘S dr //, mais 
lUïrurr Ir rrnir dr rrttr ilrvrli»p|H‘ hd-mrmr ru nur siaarnih* 

srrir ipu <a»u\rr*^u* îrr^ rapidrïutuil tlaiis srs prrrmrrs îiuaiH*s, (juand l(* 
iiorïdus» // dr\iriit fr*’^ i^r.iml. «d ijui punt. rmumr la prruuiua», d«‘ rrtl(' 
jin^pnrtr rrîîiarifüaldr, i|U*ru ptuîf. ru l*arrrtanî ii un (rriur qurl- 
roîUjUr. firîrriiiîîirr l'arilruiruî uar liruiîrdr rrrrrîU* i*uiiUîiis(* ru vri‘(u 
dr romis^um df*H fiuaiirs sunaîiîs, lin rif'rl» dans rrltr hypoîhrs<* rt 
lUi pusauU pfUîr alu'r^'rr. 


n-n triiîi\.rr;i 


I , , » i ti i t 


I , < , . /I 


i .V 


î I I r . /i r J ' . , ^ ‘ A 


iVij/T#'* 


i/r-' 


î r,. 


■* 1 /i‘* t ' 


‘ I s n.j I ^ ? V ' //I ï S, \ 

r h > r ‘ ' I .r » r" 


m r, 


.1 » ii 



h 




i I I 
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Û désignant un nombre renfermé entre les limites o, i. Or, d’une part, 
lorsque n devient très grand, la série que renferme l’équation (2) 
converge très rapidement dans ses premiers termes, dont la somme 
est 


_ {x 4- (.V + 2)„ ..i 

-T-A [xhŸ (.r-+-A)^ 

_ 1 ^ a H- 1 _ I (.V 1 ) (.s -T- 2 ) I 

.:f-+-A|_ s —«. -H 2 j:.-A o, ) (,ç __i_ 3 ) H-A)^ ’ ’ 

et, d autre part, la formule (4), ou les formules analogues que l’on 
déduirait de l’équation ( 3 ), si h ou .t devenait imaginaire, fournissent 
immédiatement une limite du reste qui complète la seconde série ar¬ 
rêtée après le terme dont le rang est m. 

Si, dans les formules précédentes, on remplace .%■ par l’unité, et // 
para?, elles donneront 


(■>) 

(«) 

(7) 

( 8 ) 


(I -t- xY—X 4- {s)^x -f- . .-H /■„, 

- [_, 4- ,r + ■■ '(.4-^)» 


nn 


(.t 4 - I — 


^;n — 


(14-.r)' 


; (i4- (5.r '4 


tiifin, si, dans ces dernières équations, on remplace x par — .r, e( ,v [)ar 
-7^, alors, en posant, pour abréger, 


on trouvera 


.y(.y 4 -i)>. .(,y4-/^ -i) 

I . 2 . . . /^ 



( 9 ) — 4- [s],æ^- 4 -... 4- -f- r ,,, 

(loV -4- liZlLbzJ ... I I 

Vi-^- (i-xy- 

(12) = 


/H f 
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Si 1 (Hï ilivist» par ^ lt*s dtnix lïH^uhrrs dv (*haciUH‘ (lt‘s é(jua(ious ), 
,7 . si tTailirurs, aprrs avoir é(‘ri(, pour abrojj^ér. 


an liiui do 


cl l. 


cl 


on rcdüiî v à /cro» alors ou vtu’ra le rapport 


se réduire simpleïinvof a 
e| Ton troii\t‘ra 


♦ î » .r r î 

.V 

l t I r ), 


I # ! # ' 


.r*'' î 

U’' . /* 

fl i 


ff • 




! î ! ’ * I 


i J I î. a f 

1 I ■ if n s la ^ .rf ' (// “U |/^ :\) (î I 

n I 


t 11 


I . -a . 


m î 


t ft n , , .i. ff rn Ma t «e | 


m 


. fH 


i 


i fi n J /I -.î ^. .. a // /// M 

î . .t , 'o . . îfî 

O ? /I î , i ;i tft ï { i • .!■ j” 


, S' ■' 

* U 

(I . o.ri"» ^ 


\îî\ apjdiealiolîs qiio iioiis \enoiis de faire, di‘s forîiiul(*s êtal)Hes 
dans le ^ I, on |iounMît en joindre beaucoup d'aufn*s. Nous nous hor- 
ïîiuaoüs îc‘i il en îîtdiijUt*r ijuebjuesaiiies. 

Si dans \t*s fiirmutes i '1' , i a % on reiuplaee .r par a* y i, ('elles 
(|îî(‘ r(ui (ditieiidra fourîiiront, non seidennuit le dêvidopprnnnU e(unui 
dt* arefang.r, ïiiais tnieoia* b* res(<* (|ui le eoîujdelia dév(d(^ppé lui- 
liiêiiie en une sérié (|îii Ht»ra tri*s «nutvau'gtuitf* daiiss(‘s piauniiu'S t(‘rim‘s 
i|ii;iîni n aura une *:raiide valeur. 

Si dans riiilegrair 
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on substitue pour (i — oc^) ^ sa valeur tirée des formules (9) et (10), 
on obtiendra, non seulement le développement connu de la fonction 
arcsina?, mais encore le reste qui le complète, développé lui-même en 
une série qui sera très convergente dans scs premiers termes, quand n 
sera très grand. Des remarques semblables sont applicables aux inté¬ 
grales de la forme 



ainsi qu’à une multitude d’autres, et en particulier à certaines inté¬ 
grales que l’on rencontre dans la Mécanique céleste, comme nous l’ex¬ 
pliquerons plus en détail dans un autre Article. 

En terminant ce Mémoire, nous observerons que les formules (i), (2), 
( 3 ),'( 4 ) peuvent SC déduire, non seulement des principes établis dans 
le § I, mais aussi de l’équation 



qui subsiste pour des valeurs de s comprises entre les limites o, i, ou 
plutôt de la formule 


{x - 1 - h)-^ 


siniT^ 

Tt 


/ 


X h 


que l’on tire de l’équation précédente, en y remplaçant par 


X —f- li 


148 . 

Mécanique céleste. — Note sur la substitution des anomalies excentriques 
aux anomalies moyennes, dans le développement de la fonction pertur- 
hatrice. 

G. R., t. XIII, p. 85 o {‘iS octobre 1841). 

Le calcul des perturbations des mouvements planétaires exige le dé¬ 
veloppement de la fonction perturbatrice en une série de termes pro- 
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|HHlîoiiiî(‘U aux jUîissaucrs putiî'res (!(^s it^h's Iri^unouîr- 

friqttt‘s <|îii uflVent pour ar{*um<*nl.s h‘s anomalies luaynuHxs. ()î‘ (‘r 
dmIlî [iruf rln* (liMluit do ladui dans I(Mjuol h*s(‘X|HHH*tili(dlos 
fI ïgi»inaiit*lriIjîirs ïdîriraiont pour arj^^uiiHuits, non plus l(‘s anouiali(‘s 
liioMUUîts, mais tus anouialios (‘Xiauitriipios. Il v a plus; ou passcu’u 
tros iaoÜnuiMit du soroad dôvoIopp(*m(M!l au priuuiiu', si Tou a (uuu- 
îiiOîîf’r par loruior pour riiaipio planJ^Ii* mu» lald<‘ (jui prosoulr h^s 
divor>o> \.i{iMirs d’uuo (MU'Iaiîu* îrans<a*udan(o don! M. lîisssid s’(‘sf 
orrtJjH* d.ius un hoaii pros(*iif(‘a I Aradtanit'd(‘ iJiU'lîu (Ui jHa/j, 

i*f sur hnjurdif j'ai rapptdo iIorniJuauiHUit l’alliailiou dos ^(ounilnss. 
Ihiiîs la prtM’Oiloafo \o(o, jt* mr suis proposô. oonuno M. »(‘SS(‘I, do 
uioîîtror los a\anta,uos quo prostuifc' rouiploi olo ooîli* Irausooudaulo 
dans h» do\Oloppouaoit do la prouuiua* partir do la Idnofiou ptu’lurba 
lriio\ Jo \ais aioalnu* au jfUiiMl’liui oouunoul la ïuôuh* Irausiauidanlt* 
jH‘u! sorvir au d<‘Volopp(Ua(‘ut do la soeaunlo parlio de la lubiin^ Iimm’» 
tioîi, jo \ou\ diro, do la partie* dopointanio <lo raeiion iuufuoih* de dtuix 
jdaiîdtos. 

Vs\i mr. 


lauisorveiiis h*s îiioni(*N notafiou^ (pu* dans la Note* du 4 neiedua*, (*t 

Hiiit foiîjotirs 

IH îl ous^ji . 

/■ ' J 

la liiiuiiiîîi jiorlurlialrioo. On aura 

t J t it il //(, »! i ^ ‘ ^ 

* uti.m t„ „ „ 

o| otant los e'oolïîidonts du produit 

i % f i' y l ^ 

liaii*. If'* iîêv»‘i(ip|H'iii«'rits (les fi'rnics I cos'i cl ■ Ou auni d’aillcius. 
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356 

com.»» '■"«» 


•’etii 


arqué» 


(4) 


les 


(5) 




''îi 9 ie'(®'-i-o+$)^rî J 


4 


in' 




q'_ '''î'-iîie'^CT'— cj+tx)^^ 3 ’ 


® éb.. „ :p^ par les é 


'tant fourni''' 




^1 ^ f ^ 




^i: 


■ q!' 


277^0 


et les val'=“‘'“'''''.r étant 


( 6 ) 

Par suit®' 

(7) 


"- £ C 0 S 4 '^’ 


si l'on 


pose 


e?. 


îï/ 




' '1' — S sin 'J>«. 




et si l’on noni^e é\ devient ^'^aud 

,î,f,e/»»les 


àlaplanèt®'«’‘^«valeu,3^^ 


on pa s=s, t> Je la planète m 


q^, 




^ ^ l'aidedes \ de /;,siipi)oseescon- 

rD un»^ ^ page 34. r.. Aplonsque, si 

l’on nomme * ®®conde traiiseei^^^*^ te déterm L 

r'^ 

J- / 

( 8 ) (0A' ^ 2 'TC Jq 

ou, ce qui "''''" ““ >««me, pa,r»<I'"“*“n 

{^S 


® ^TC,t 


r 


^uHi par la formule 

: .. Il i!ij\'-->r"'^y~‘d^, 


( 9 ) i ^ ===: ~ A- 


^/,i 


ili 


F, \ TU AIT N" IW. :V.u 

Hii piuiiia. aii\ torianlfs H île la |>a^«' Ti'>, sulistiUu'r les suivantes 


^ '/l » 1 

1 -tr. i /.'uV,, ,1. 

5 1 » ♦ 1 

1 , <n 

( , «r, il',, , 

Unant an\ \aleurs «It* 

tf ,, elles serunt luiijuurs 


’M ' '' < )■ 


' ( ' '* , ) ■ 

tdiorrluHis luaîiiîouaut 

îuouro par dô\oloppor 

la valeur de II,, et eoiieevuiis <|ne l'on coin 

suivant les puissaui'es entières <les e\|Hiueu 


{telles trij:ftm>iiietrii|ues 

J,, ÿ ^ V *, 

lifi ii!ilit ît<lra ainsi nnv di* la fdriïH* 

■w il’ i 

Ir sî|*iii*\ s%*frîMtaîif a îuutrs li*s valeurs l•utîi*rns jHisitivrs, null(*s ou 
iio|4ati\''t‘s «fr /. / , lada vn n*jHa*Ht*ïitaut toujours par 

B... 

lu i‘iii*fti*ui*uî du |uaidtul 

I * i t' I 


ans le develttjtjteineut tlt* • tu» tirera tle la ftirmule 
> i lin.n V f " f' e‘e 

tâmmé. a * ' . * ^ 


t 


iJ’aiileiirs, en \ertü tle rèijuatinii 

î siu y, 


T 


y 
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on trouvera 



e-«ry-i dT — (S)„-i. 


Donc la formule (i 3 ) donne simplement 

IV ) 

( i4) B„.„' = 2 Ci,i- ^ C/,r f5' „_K?,c-r, 


le signe 2 s’étendant aux diverses valeurs positives, nulles ou néga¬ 
tives de l, Les formules (lo), (ii) et (i 4 ) suffisent pour montrer 
combien il est utile de construire, ainsi que l’a fait M. Besscl, une 
Table propre à fournir les diverses valeurs de la transcendante de 
laquelle se déduit aisément à l’aide de l’équation (9). Cette Table 
étant construite, la détermination de B„y se trouve réduite au déve¬ 
loppement de - suivant les puissances entières des exponentielles 


Au reste, la même conclusion se déduirait des deux formules que 
M. Jacobi a données dans le Journal de M. Crelle (XV® Volume, iB 36 ), 
pour la détermination des coefficients de cosnT et do sin/i r, dans les 
développements de cosl'\) et de sin/'|, et qui se trouvent comprises 
l’une et l’autre dans la formule (9). 

Nous ferons, en terminant cette Note, une remarque essentielle. 
Quoique la sommation indiquée par le signe 2 dans la formule (i 4 ) 
embrasse, à la rigueur, un nombre infini de valeurs de l, l', cependant 
le nombre de celles dont on devra tenir compte pour obtenir en nombres 
la valeur de B„ „' sera fini et souvent peu considérable, attendu que, 
pour de grandes valeurs numériques de k, la valeur de é\, et par suite 
la valeur de ©/t donnée par la formule (9), seront généralement très 
petites. En effet, nous avons déjà reconnu, dans la Note précédente, 
que l’on a, pour des valeurs positives de k. 


(ro) 




1.2.. ./t L 


(\n€f 
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et nous en avons conclu que, pour de grandes valeurs positives de k, 
on a sensiblement 



Or, comme chacun dos facteurs renfermés dans le second membre de 
la formule (i 6 ) devient très petit pour de très grandes valeurs numé¬ 
riques de/^, il en résulte que la transcendante lÿ* offre alors elle-mèim' 
une très petite valeur numérique. Il suit d’ailleurs de la formule ( 7 ) 
que, dans tous les cas possibles, cette valeur numérique est rigoureu¬ 
sement inférieure au module du produit 

e.’est-iwlire à l’unité. Iffmiarafuons encore que, dans te cas où l’on a 

4-ne < 1 , 

la série comprise entre parenthèses dans le second membre de la for¬ 
mule (i/)) est elbvmême une quantité positive inférieure à l’unité. 


149 . 


Analysk matiikmatiquk. — Note sur le développement des fonctions 

en séries. 


C. R., t. XIII, p. 910 (8 novembre 1841). 

Une fonction d’une ou de plusieurs variables peut être développée, 
dans beaucoup de cas, en une série convergente, simple ou multiple, 
dont les divers termes présentent une forme donnée. Ainsi, par 
exemple, une fonction d’une seule variable peut souvent être déve¬ 
loppée (m uni', série dont les divers termes soient respectivement pro¬ 
portionnels aux puissances entières positives ou négatives de cette 
variable. Or, la forme du développement étant donnée, il est très impor- 
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tant de savoir si l’on peut obtenir ou un seul ou plusieurs développe¬ 
ments de la même forme. La question est facile à résoudre, lorsque 
les divers termes doivent être proportionnels aux seules puissances 
entières et positives de la variable. Alors on prouve aisément que le 
développement est unique; mais la preuve fournie dans cette hypo¬ 
thèse n’est plus applicable au cas où le développement renfermerait à 
la fois des puissances positives et des puissances négatives de la va¬ 
riable. Il paraissait donc nécessaire d’examiner de nouveau la question, 
même pour, les développements en séries ordonnées suivant les puis¬ 
sances entières des variables. En m’occupant de cet objet, je suis 
parvenu à établir divers théorèmes généraux relatifs à des développe¬ 
ments de forme donnée. Je me bornerai aujourd’hui à énoncer quel¬ 
ques-uns d’entre eux, me réservant d’en développer les démonstrations 
et de traiter la même matière avec plus d’étendue dans les Exercices 
d’Analyse et de Physique mathématique. 

Il est facile d’établir les deux propositions suivantes : 

Théorème I. — Si une série ordonnée suivant les jtuissanccs entières et 
positives d’une variable réelle ou imaginaire offre une somme nulle, tant 
quelle demeure convergente, chaque terme sera séparément nul. 

Théorème II. — Si une série convergente, et composée de termes pro¬ 
portionnels, les uns aux puissances entières positives, les autres aux puis¬ 
sances entières négatives d’une variable réelle ou imaginaire, offre une 
somme nulle, pour un module donné de cette %'ariahle, quelle que soit d ail¬ 
leurs la valeur de largument, chaque terme sera séparément nul. 

De ces deux propositions on déduit immédiatement les suivantes, 
dont la première était déjà connue. 

Théorème III. — Une fonction continue d’une variable ne peut être dé¬ 
veloppée que d une seule manière en une série convergente ordonnée sui¬ 
vant les puissances ascendantes et entières de cette variable. 

Théorème IV. — Une fonction continue de la variable x ne peut être 
deiehppee que d une seule manière en une série convergente qui se com- 
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pose de termes proportionnels aux puissances entières positives, nulle et 
négatives de cette variable, et dont la somme représente constamment cette 
fonction pour un module donné de la variable, quelle que soit d’ailleurs la 
valeur de Vargument. 

Le théorème IV cesserait d’être exact, si, pour le module donné de 
la variable, la fonction développée en une série convergente se trouvait 
représentée par la somme de cette série, non pour toutes les valeurs 
de l’argument, mais seulement pour celles qui seraient comprises entre 
des limites données. 

On peut du théorème IV déduire un grand nombre de conséquences 
dignes de remarque. Pour en donner une idée, considérons une fonc¬ 
tion rationnelle quelconque de la variable x. Cette fonction rationnelle 
pourra être regardée comme formée par l’addition d’une fonction en¬ 
tière et de diverses fractions simples dont chacune sera proportionnelle 
à une puissance négative d’un binôme. Or, une telle puissance étant 
toujours développable, ou suivant les puissances ascendantes, ou sui¬ 
vant les puissances descendantes de la variable, suivant que le module 
de cette variable est inférieur ou supérieur au module du terme con¬ 
stant du binôme, on doit en conclure qu’une fonction rationnelle de la 
variable x sera, pour un module donné de x, toujours développable en 
une série convergente dont les divers termes seront proportionnels, les 
uns aux puissances entières positives, les autres aux puissances entières 
négatives delà variable, et dont la somme représentera cette fonction, 
quel que soit l’argument de la variable. Cela posé, concevons que, par 
un moyen quelconque, on soit parvenu à déduire immédiatement une 
semblable série de la fonction rationnelle donnée, sans recourir à la 
décomposition de la même fonction rationnelle en fractions simples. 
Cette nouvelle série devra, en vertu du théorème IV, se confondre avec 
la première. A l’aide de cette seule observation, on peut facilement 
établir, non seulement les formules connues qui servent à déterminer 
les sommes des fonctions semblables des racines d’une équation algé¬ 
brique donnée, mais encore une multitude d’autres formules, par 

OF.uvres de C. — S. I, t. VI. 46 
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exemple, celles qu’ont obtenues Lagrange, Laplace et Paoli pour le 
.léveloppement en série d’une fonction de la racine la plus rapprochée 
(le zéro, ou de la somme des fonctions semblables de plusieurs racines. 
On peut même, à l’aide du théorème IV, prouver que ces diverses for¬ 
mules sont applicables, non seulement aux racines des équations algé¬ 
briques, mais encore, sous certaines conditions, aux racines des équa¬ 
tions transcendantes. 

Analyse. 


Si une équation de la forme 

subsiste, pour tout module de la variable x inférieur à une certaiiK^ 
limite, il suffira de réduire æ à zéro dans cette équation, multipliée par 
un terme de la progression géométrique 

I I 

^ J “ ï 5 * • • J 

pour obtenir successivement les formules 


«0 — O, (21 = 0, a^zzio, .... 

Lette démonstration très simple du théorème I peut être étendue, 
comme 1 on sait, au théorème III. (Voir VAnalyse algébrique, Chap. VI.) 

Concevons maintenant que le module de la variable réelle ou imagi¬ 
naire .r soit représenté par X, et l’argument de la même variable par/;, 
en sorte qu’on ait 

(!) x = \.eP^~K 


Si, pour une valeur donnée du module X, une équation de la forme 


(î) 


asH-aiJ" + . .H- 


■+- X “ -f-- 


= O 


se vérifie, quelle que soit la valeur de 1 
par rapport à/), et entre les limites 


’argument/», il suffira d’intégrer 


p = o, 


p — 'i.iz. 
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les (leux membres de la formule (2), multipliés par 

e'‘P\l^ dp, 

pour obtenir l’cquation 

i ) «« = O, 

/I (îtant une (juantité entière quelconque positive, nulle ou négative. 
Doue alors la formule (2) entraînera les équations 

(i) ~ O, ûj — o, a^—o, «_i = o, = 0, .... 

dette démonstration très simple du théorème II est fondée sur un arti- 
tiee de. calcul analogue à celui dont Euler a fait usage pour développer 
une fonction on série de termes proportionnels aux cosinus des mul¬ 
tiples d’un même arc. D’ailleursle théorème II, une fois établi, entraîne 
imuiédiatcment le théorème IV, et toutes les conséquences qui dérivent 
d(' ('.elui-ei. 

11 importe d’observer que, si l’équation (2) était seulement établie 
pour des valeurs de l’argument/) comprises entre certaines limites, elle 
n’entraînerait plus nécessairement les formules ( 4 )- A l’appui de cette 
observation, nous pouvons citer la formule 

, TC r , I , , I , ( . 

( ;)) -.r -h ô — 7: Æ”* -+•... — -1- tt- t-... = o, 

2 3 5 3 O 

([ui subsiste, quand on y pose 

a’ — 

non pour toutes les valeurs possibles de l’argument p, mais seulement 
pour des valeurs de p comprises entre les limites 

•71 _ Tû 

P ^ ’ P ^ 

Observons encore qu’à l’aide d’intégrations définies on peut réduire 
(les séries de diverses formes à des séries ordonnées suivant les puis¬ 
sances entières positives ou négatives de certaines quantités. Ainsi, en 
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particulier, de ce qu’on a, pour des valeurs réelles et positives de /• 
et de n, 


J.. cos np dp — î e-"'-, 


il résulte qu’une équation de la forme 

(6) r(/>) = cos/? + ^2 C0S2/^ H-. . ., 

quand elle subsiste, quel que soit ranglc/?, entraîne la suivante : 

(7) — «0 + «1 e-'-H- e--’’ H-■ ■ ■ ■ 

Pareillement, de ce qu’on a, pour des valeurs réelles ('t positives de r 
et de n, 

J ' —T ^—; sin nn dp — - e-'"', 

^ r--+-p^- ^ ‘ -2 


il résulte qu’une équation de la forme 


f(/)) = flTi sin/> H- «2 sina/j 


entraîne la suivante : 


On a encore 


d’où l’on tire 


^,({p)dp = a,e-’-+a,e-^-'- + .. 

P • J ^ r 
/ -T--—^ sinP dp = ~e^', 

Jo 2 ’ 

r .■-> f -J sin/?(^a=-e-'"'; 


de sorte que, si l’on pose 


«/.) = ..!+a, + 


on conclura la formule 


O r'^ 

^ / i{p)sinpdp: 

^ t/o 


: CIq ■+• (Zj^ & ^ -h €l<^ G H- .... 
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Il suit <l(> (‘OS nunanjues ({uo le développement d’une fonction f(/;) en 
lUK' s(‘i‘i(' senil)labl(' à e('ll(‘ <{ue reiilérmc l’iinc des formules (6), (8), 
( U)' peut (Hfo réduit au dév(dopp('me.ut d’unie certaine intégrale définie 
en uu(‘ s(>ri(‘. ordoum'u' suivant les puissances as(iendanl.cs et entières d(^ 
la (juautité r~-'\ la's mèuu's r(‘mar<|U('s p(M'm(!ttent aussi d’étahlir divers 
iheori'iut's analogiu's aux théorium's 1, II, 111, IV, (^t il en résulte, par 
(‘\('mpl(‘, (nu> 1(> second nu'inlirc' d(‘ cliacuiu' d(;s formules ((5), (8), (lo) 
lu' peut s’évanouir, (pu'l ([iic: soit/>, sans (pie chacun d(! ses t(‘rm(‘s se 
réduise séparémeut ii zéro. Ainsi (‘ucore, uiui fonction i\p) de raugle p 
ne [xuirra éti‘<( (lévclo[>pé(^ (pu‘d’une. s(ml(; mauii>r<^ en une séri(‘ cou- 
verg(‘ut(' d(‘ la Idriiu' d<‘ cclh' (pie n'ufernu'. l’iupiation (lo), si la somme 
dt‘ c(*tt(‘ série doit r(‘prés(‘ut(‘r la fonction, (pud (pu^ soit/o Si, |Hnir 
fi\(‘r les idé<“S, on supposi' la fonction f(/0 réduit(‘. :i 

Tï /I TX 

T. r"' \ r 

r V 

/’ —» {• 

la NTi’ie dont il s’afi;il S(‘ra uéca^ssairtaiHuil 

Il P P 

i , I , 1 - — 

■A P r i p- ^r- i^/>- 


150 . 

r,Aïj:i L iNTK<;uAï.. Sotv sur les fonrhons ahernees ci sur les sonuues 

ulteniêes. 

K., î. XIU, p. (* "> luivomliro 18(1). 

ilvUe X(>i<s (jui S(M’a puldiét» on entier dans I(‘s Exereiees de Malhè- 
uuiiiffUi\s. a pour objet la «léinonstration d(^ div(‘rs(^s |)ropriélés des (onc¬ 
tions ci ilos soinnn^s alternét^s. r(nnar((iie, entr(‘ aulres cliosi's, 
si, la IbiK^iion ^ix, y, z, étant rationnelle par rapport aux va- 
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l'iabhis X, v, -, . • •, on pose 

5 = S[±f(^,r, 

la somme alteimée s sera de la forme 



P, V, W désignant des fonctions entières de a?, j, -, .. et P étant de 
la forme 

P=:(j;-r) (a; —j)...(r —-); 

puis, en partant de cette remarque, j’établis la formule 

, -| P à' 

H" 

n étant le nombre des variables x, y, -, ou des constantes a, b, 

r, _f désignant ce que devient le produit P quand on y remplace 

ces variables par ces constantes, et la valeur de la fonction V étant dé¬ 
terminée par la formule 

V = (.r — a) (j:' — b) (x — c) ...{y — a) (r — b) {y — c)... (; — a) (- — b) {z — c) — 

Si, pour fixer les idées, on pose n = 2, on obtiendra la formule 

I 1 _ [a — b) {x — r) _ 

{x — a)(y—b) {x — b){y — a)~ {x — a) {x — b)ly — «j ( r— b) 

Si l’on pose n = 3 , on obtiendra la formule 

I I I __ 

(.r — a) (7 — b) (; — c) {x — b) (7 — c) (5 — a) {x — c) (7 — a) (- — b) 

_1_ 1 1 

(^’ — «) (7 — c) (= — b) {x —b) [y— a) (5 — cj ~ {x — 0)^7 — b) (- — n) 

__ (a —b) (a — c) {b — c) {x —y) {x — z) (7 — z) _ 

(a- —a) {X - b) {x — c) (7 — a) {y—b) (7 — c){z^ a) (z — b) (z — c) ' 
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iiiîuits ir{iîit%-f% a a/it' Ao/f’ pn'st^rUvc par M. BlîUU'hrl (’A 


U l \ill. I*. ‘jtM» = î f nu\cnihn^ IS.jI ). 


1.4 ijîît* M, IlhlîMiH't aux l)(‘aux .MéuuTirc^s (Jiril a 

|iis ‘^riilrs 4 1‘ \r.Mti iaîr truîlu luu* qtît‘sît(Hi iiniHyrtaiitc: dans la (héori(‘ 
»li‘N iualiil.ilitiiiN, Li ijiiivNfiiîu th* savuir ru (juu duvirniunil l(‘s vahuirs 


\|i« \suj‘i i\ ^ pu»iîn rntrttfs frrs pedta tpn’ sa/fsis/cn/ r/Urr les 

î « ?jf -i n iri « i »i*‘ î I ptaptitPun chranleineni rcnti’al : 


d\ ■■■ nfv-i n îpp'’--i i 
|*.H \|. I*. il, lit UM lU l 


lioir-, !:<'< !<;■ »!"'■ 4 nu iijn-ir .<h a' K du Huiir XÏII dus (\unp((‘\' rrtidds- (" i. 

\| I .,,s L-, ,U- J n' n i sa amtditui uriiud|»;dt^ s'rvaiiouil loii 

i I ’iî t. >u î M- s îu* ‘ al i juhuuîM'îd rapprauliûs <l(' la surlact' (l(^ rundi*. 

|i riru I rr-, iu'iUars .-U *<4 l'.-LU iUïU-d r -A qmdiMUUjur. A la paju' jia ( (|ui ItM’- 

]- \l <• * : M _ ]r'; ■=. ♦ i »U.. du*U'1 nMl) t I'**| * Tl H lu il . 

IS ^vu':. i.Mi ],! -|u'J uA .îFusui î },4«*Hriuin4ua<mt vim ('fdn^ Jus dillurautuH naf)p(*s ilu 
I ^.uA « rp.uA'îtx l- qui^ l'at iUiUH lunu durnilu’ Mûinain^ (‘ondtiiscaiL à 




Uu|d*“'ï ‘UU’ l'u^aîH ddu’riru^ dans h* trai.siùiaa Mcdiiains p(Miv(ini 


I I I / ■ » < v", t /, V / ' siii m f/ra r/0, 


I , \ s , .. . 2 

I I I ^ V J » f, V I ’^iü r.i r/m r/0, 


'i$ ’iiU'i I*" qua? i . 

r.*u 5 !'.«|! It audMi ai.ilJMlj*- 


■je «‘u^m. 


*4 sium rHS0, 
siumsutO: 


f r I - 


i . ' ,, f , j...„r Irx uil.-ui- li.' rn, 0 i>t ,•>, qui iii* r.'qiuuili'ül |ia.s ù qiwl- 

• i il., !<• 1 j.ii!tii!ni-(iM»lil >'lil'.tuliS, Si dulU' les limitas N t cl, N I (l(i l.i 

l',...,, , mî.-.-t-q. . 1 . -..ml, I..UC .m .id.i. l’auliv eu ilcçù (les vuleurs (le ^isnir (('S- 

A'îî' î i- 3,.),. / le- « .•i.iieuiii ..U j«(i»rrii preudn', pour liiuiles de, ,l'inl('j,'riili(m 


,, ,,V . . i î U, 

M- • I. i U 


: I' H“ I Vi <. 

> î ;m i t tr i K‘ !• 
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des inconnues entre les diverses nappes de la surface des ondes. M. Blan- 
chet ayant cité un passage de l’un de mes Mémoires, je demanderai 
d’abord la permission de relire le commencement de ce passage. Voici 
ce que je disais dans le Compte rendu de la séance du 23 août dernier. 


relative à v, o et -f-sc; car au fend la triple intégration se rapportera à toute la portion de 
l’espace primitivement ébranlée. 

Si Ton fait, dans la première des intégrales (i), la transformation inverse de la transfor¬ 
mation ( 2 ), on trouvera 




et les limites des X, [jl, v seront — co et -hco, ou, si l’on veut, les limites de l’ébranlement 
primitif. 

La seconde des intégrales (r) donnera un résultat semblable; o\ sera remplacé par cpj. 
Le radical 

(5) —[A)â-l-(3 —v )2 


est du même ordre de grandeur que car il est compris entre des quantités de la forme 


N^. D’ailleurs les fonctions et sont homogènes de l’ordre 


Ainsi, en général, les 


intégrales de la forme ( 4 ) seront de môme ordre que le volume de l’ébranlement primitif 
divisé par la quatrième puissance du radical (5). 

11 faudrait donc que les fonctions ^p .2 et 93 présentassent des particularités bien extraor¬ 
dinaires pour que les intégrales (i) fussent rigoureusement nulles. 

Il est évident qu’on peut arriver à un résultat analogue dans le cas où la plus grande 
nappe n’enveloppe pas toutes les autres. Il suffît de substituer à la surface qui limiterait 
naturellement l’onde extérieure une certaine portion de surface développable au delà de 
laquelle il n’y a rigoureusement rien(«). 

Cela posé, dans les valeurs générales des déplacements tj, Ç, les fonctions qui ex¬ 
priment les déplacements à l’origine du mouvement produiront des termes de la forme des 
intégrales (i). Les fonctions qui expriment les vitesses initiales produiront des termes do 
môme forme; seulement, au lieu des fonctions cp'^, © 3 , on aura des fonctions q> 2 , 

Dans les valeurs de ^ ~ , 

dt dt dt 


on aura encore des termes de même forme. Mais les 


déplacements primitifs amèneront dans les intégrales 0 %^ cp"', tandis que les vitesses ini¬ 
tiales y donneront ^> 3 , ^> 3 , 

Ainsi, il y aura des déplacements et des vitesses entre les nappes de l’onde. Toutefois 
ces déplacements et ces vitesses seront très petits par rapport à ceux qui auront lieu dans 
les nappes mômes de l’onde, quand les dimensions de cette onde seront devenues très con¬ 
sidérables par rapport aux dimensions de la portion de l’espace primitivement ébranlée. Si 
l’onde produit un phénomène sensible, ce phénomène pourra disparaître entre les nappes 
de Fonde à une assez grande distance de l’ébranlement primitif. Jamais il ne sera rigoureu¬ 
sement nul. 


Ces conclusions s’accordent d’ailleurs avec les résultats obtenus par M. Poisson dans le 
cas de la propagation sphérique (t. X des Mémoires de VAcadémie). 


(“) Voir Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciencesy t. XIII, p. 197 et SSg. 
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m) 

ih iii j ai ahirnna, il rcsttliv qnv la dvtivvv delà fanviioii 

la'inr'ipulr ili- rta'iln i st rnlaii. pour les palais siiaes dans rinln'leur 

i/i / iaidt\ a iîiît^ tjiitinitie injuiuneni peiiit\ ri, pour It^s palais siiaes hors 
t/r- e, iii ffiiait' natlr, a tiae tpmaiiie lajlalraeai peilie d'ua ordre plas èleeè, 
iMMjiii’ -t.t lv\ ralrii «!r M. ÜlaiH-lifî e{ 1 rs iiucns sr li’ouvcül 
iiiriiî 4 Srtî h*îtirîü, a|iri‘'^ avoir tloinu* mrs ralculs, conîia^ h's- 

îjiiol-. aiiriiiH* loîi Ht* s l'sl rh‘vr<‘ jiiN(jiTii ci» j’ai ol)s<*rvô (|U(‘ 

ilr'^ iiiîi II Uiu’îit jtri it ii’or 4 r«*s NH|jiTi(Mn’N pruvriii Ion jours ùîrr nr^Ti^rs 
I î ial IV «^luriiî a <lrH liit’uuîuruf prlits (1 oialrr liUMiulri': rl j’ai rru pou¬ 
voir rMio liîro îfr rrîto obsrrvaîtou «pi’il u’t'xisîi» l’iiui rnlia* l(‘s divrrsc's 
jiap|o‘s. \I. , -au^ aîtaqurr ui(*N laîauulrs, a tliMluil < 1 <‘S sirniH‘s 

ilfio î'Mio’hîNiou n»fili’aU'i*. Mal"* il rosir iri luo* {lillirulîr ii rrsoiuli*(‘; 
t\ir un îi«‘ vuiî j»as r*MuîHrul il arnvrrait (jiu* 1 rs rourlusious an\<|iu‘lh's 
| 4 iaî H [otrv tOHî or jiU'^sruî ^r tliolnirr «Ir ri»hst‘î’Valioii sur taipu'llr rll(‘s 
'Miii laiHiIrrs, I i'aî 11 rrirs la snluhoii lir la <|ursf ion a^ilùr ru ee inounuil 
i i'pM ,r Mtr drs rouolt'raîlous Irllriutuil drlii'aîrs {|IM‘, avaul de proiiou- 
I I I driîiiifîvinuriîî h'iI rxisfr ijtirlqilr i*!iost\ ou s*îl u’r\is((‘ ri(Mi (*u(r(‘ 
!f‘s iiajiprs» il iiir |iaraîf îirrrssatia* dr ri’Voir tous 1 rs ralruls, (d (l(* 

» uiiipar'tu" luiln* rllrs 1 rs ihvrrsrs foruiulos, T/rsl r«^ ([U<* j(‘ UU‘ propose' 
ilr laui*. La \*ilr ilr M. lllauo}u*l srra uu tloruiurut uouvis'iu (|ui pourra 
si"rv il" 'A rrlairrir Lt ijuosliou; t‘l, si M. lIlaïu'lH’l a raison daus re'lle' 
jr srrai rrrt.i Ilu'iîunit Ir prruiirr a lui rrudrt'justiri*. 

\nt 

\\ vixi'iu XI\Tî« i 11'.. \air sur t/iet rs ihearetat^s n'idiijs à la n*('i IJieat loa 

*lr% iaiarl$e\, ri à la ipiadraiare des sarfaees. 

I . Il,, i, \f|l. J?, tïtiii* * 0 ilrrra»!»ri* I H;| t J. 

U.ui" un Mfuiiiir»- litliu^M'ajihiû ru ïH Iiî. j’ai (loniiù l(‘s propositions 

siiîX'aiitrs : 

t unuii Mt; I. P thsi^tuiui rntia<' potahv jWnf une droite 00' 

fll'wrfrl dê i\ H. î. l. \ I, * 
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tracée à volonté dans un plan avec un axe fixe; S le système d une ou de 
plusieurs longueurs mesurées sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes, 
fermées ou non fermées; À la somme des projections absolues des divers 
éléments de S sur la droite 00', et u le rapport de la circonférence au dia- 
mètre, on aura 

(,)■ S=-^f^Jdp. 

Théorème II. — p désignant l’angleformèparune droite (jiielcoiuiue 00' 
avec un axe fixe OP; q l'angle formé parle plan des deux droites OP, 00' 
avec un plan fixe qui renferme la première ; S le système d une ou de plu¬ 
sieurs surfaces planes ou courbes, et A la somme des projections absolues 
des divers éléments de S sur un plan HIK perpendiculaire et la droite 00' ; 
on aura 

(2) jT 

Ces théorèmes entraînent évidemment les suivants : 

Théorème IIL — Le périmètre cViin polygone ou cV une courbe est tou¬ 
jours égal ou inférieur à la circonférence cV un cercle qui aurait pour rayon 
le quart de la plus grande somme que puissent fournir les projections des 
diverses parties de ce périmètre sur un axe quelcon que. 

Théorème IV. -- Üaire d’un polyèdre ou d’une surface courbe est tou¬ 
jours égale ou inférieure au double de la plus grande somme que puissent 
fournir les projections des diverses parties de cette aire sur un plan quel¬ 
conque. 

D’autres théorèmes qui se rapportent aux quadratures et aux cuba- 
tures, et qui seront développés dans les Exercices d’Analyse et de Phy¬ 
sique mathématique, se déduisent aisément des principes exposés dans 
mes Leçons orales k l’École Polytechnique. Je me bornerai k énoncer 
le suivant : 

Théorème \. — Supposons quune aire plane, renfermée dans le péri¬ 
mètre S d un polygone convexe ou d’une courbe convexe, ait été partagée 
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f N ri^*v///.r ti ii'i s petitsp(ir (lvu,vsystcdd^s dt* droites puniUclcs a 

#/# 1 / 1 ’ ii.i'fs ilfomes. Stiit7it fi, k les diiNt'nsions de (diaepo* r( 7 id/ip’/(\ mesn- 
ft es pêiirtiiii Ifdii'fit iiii prejutt r t t ati second (i.v(\ Son'nt encore U et h les 
priip 7 diiois tin i^ontfnn' S sio' le prc/nîcr on snr le st^'ond (i x'c. Si lOn prend 
ftonr i7îli ur iîpprtHdict' fit rnin' l In sonnne dt's n^eton^les (pii sont (mliè- 
#v int-fii ff'iijf'fiiifs tlnns itt nin\ snns c/i'c tno'f'rst’s jinr lt‘ (*ontotir S, /Vv- 
/V ur i*ftninnsc scrii infcnfiirt' nn tUnihlf' dt' In somme 

fi A LU, 

t iiiîsnlt*niîiH îiKiîiiFMïaîiî niiv ain‘ phuir J iMMilViaiuM' (‘iiha* h^s pôri- 
liirîî'rs dr drlî\ }ad\‘^«iîH‘S ronstiaiils <le !uanii‘t’(‘ ([U(‘ las colas (lu 
•^ariiîîil puh^oîîr» ]taraila!i*N a aau\ du [uauu’u'r, (Ui so'uuil (‘oiislaïuîiuuU 
'i‘|UiraN jiar la di viaura h, I/aira 1. afouposia' d(‘ I i‘a|H'‘/.(‘s donl 1(‘S haU” 
îi iir**. mtouÎ ausdcN a //* atii‘a (‘Sidiuiunaul [MUir nu'sina' 1{‘ produil de* 
la dîsîaîH** li par la daîai-*^(HïUiu‘ d(‘.s pâriiuàliars il(‘S diuix polvjA’iniK^s 
dniiiu*%, ou. ar i|Mi au taâiiit\ \Kir h* p(‘*riîui‘(r(‘ ddin Iroisiîuïu^ 

jndxuoîîr douî alîaijtîa aoîc divî^ara la dislaïHU' // fui parti(‘S âgal(*s. Or, 
il siîtüra dr iraîrddruiar ra troisiàiiu* puly^oiu* (Ui une (auirlu» idaïu* 
lioiil !a ra\tiu *lo aourlfura surpasse* aoiistanuiuuil la dislaïua^ k .]//, 
pHiir' olilanir la pr^posîtiou ^uOault* : t: 

I liîoi;MU \ I. Supposons tpn te t'cntH' d un t'('rcl*\ dont le dnunetre 
t sf \*Â, O meiii'c-. titins un plan donne, sur une eonrke jermee, donl le 
iti \ tm tic eimirlmrc smptissc amstnmmcnt le ni von k, A (lire comprise entre 
les i/eii.f rii%tloppf'\ inimcurc Cf cxtcricnrc dt' rcspnec pnreoiini pur le 

i-rcidi- nnni pour mcsnrt^' It produit 

* L S, 

S iit-Sipntini le pcnmtirc de la courbe, 

|.j* tliaoriuiia praaadoiîl louruït un îiioyau faail(‘ da trou\(‘r la liiuiU* 
ilr i*i‘rraiir riuiiiuiisa, ipuiud ou substitut* a I airt* d uiu* aourlu* plant* 
raiï'a* li'îiii |od\.|4oiia îiisaril ou t*trroust*rit a at*tf(‘ aouilu*. 

II paiiî aussi fiiiiritir des ridatituis autre* dt*s intt*}^ral(‘s (h*lini(*s. l oui 
iliiiiliar iiii a'Xriiij.»la »la ai*s rf*lafiouH, supposons (pu* la aourln* sui 
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laquelle se meut le centre du cercle se confonde avec une ellipse dont 
les demi-axes soient 

a et b a a. 


Si l’on nomme x, y les coordonnées courantes de cette ellipse, on aura 

. y' . 


( 3 ) 


«■= 


b^- 


Si l’on nomme au contraire a;, j les coordonnées courantes de la cir¬ 
conférence de cercle dont le rayon est k, et dont le centre se promène 
sur le périmètre de l’ellipse, on aura 

: 4 ) (a-xr-H(/-yr-=/c-. 

Ajoutons : 1 ° que l’excentricité e de l’ellipse sera liée aux demi-axes a 
et I) par les formules 



2 ° que le rayon k surpassera constamment le rayon de courbure p de 
l’ellipse, s’il est supérieur à la valeur minimum de p, c’est-à-dire au 
rapport 


Cela posé, cherchons d’ahord, dans le plan des x, y, les enveloppes 
intérieure et extérieure de l’espace que traverse le cercle représenté 
par la formule (4)- Pour obtenir les équations de ces enveloppes, il 
suffira de joindre aux formules (3) et (4) celle que produit l’élimina¬ 
tion de ds. et de dy entre les mêmes formules différentiées par rapport 
à X et à y, savoir la formule 


( 5 ) 



= b^- 


r — y 
y 


puis d’éliminer x, y entre les formules (3), (4) et (5). Si, pour abréger, 
on représente par 9 la valeur commune des deux membres de l’équa¬ 
tion (5), on aura 


FAT U VIT N- Vrl. 


:n:î 

r!i -uir ijin- Is’'- titi'miilfs ! . 1 (Idiuii'nuil 

>/ ' I ' //’ V ' 

. * 'V' ■ '' '' 

, 1 II " rnv > liijnirs ilmil iituis a\iius [larli- scruiit 1(‘S deux courlx's ix'prr- 
-.. ul. i- . j>ai- r. ijiialiiui en i' i-t » ijiir j»rinltiira rrlimiiialion (1(‘ 0 ('iilrc' 
11 -1 ti>iunil> '> •> . Si aux l'iHti’iliI 11 lUM's i’ri‘taiip,uluirt‘S .r, i' on sulislitiii' 
ili . . M .,1 ■i.iiniof'. jmlairrs /',/<, lii-os aux pn-iiiÜTos [lar les (‘(itialious 

, ; n t - /% \ /' >1 ü /\ 


*tu i,rrra »!*'•*■■» iMfiaulrs t » 


‘I ilrM-îuiiil îiui‘ rat-iîji* »1«* l^‘ljuaîiuîi ilü quatriî*aH‘ tlagir 

li . î li.oi il’oii ..TV.T iju’fii MTtii tlo n>ttf tlorniôn'ô(jua(iün lu soconi 
lu. iiti.r.- .lu la li.nimlr pourrait i-Iro r.aluil ii uiu* ronctioii (Mitii'ia 
>ic à, l'i lio'UH' a UïM* loiiiTioii oiitirrt* du liui'.iouii dopjii . 

Si.ii-üf iiianîtriiaiit 


I. . doux rai iiu--. rcidli'.. d.- rcijiiatiou (H), ndalivos aux ili'iix envi' 

l.ipp.- . ; fiii ttri- 


f \ r 


ii'! iaioiu’'» t iirrc'.pond.iuti**. il<* / "* tiriM's do la loriiuiliA ^ it d I <iii 
...iuj.rio- oulro 1rs driix oluoloj.pos. Ou aura, ou supposant rKr, 


I f i/’ 


{•'aiitir part. Ir [H-riui.-tro S' do l’ollipso sora, ooiuuio l’on sait, dotoi 

iiiiiir* jiai* la tiirîiiîih* 

s a I \ i r/v. 


S 
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Donc, en vertu du théorème YI, on aura 


(il) (rj — rj) dp —^ak J' \/1 — cos'^ o d<p. 

Ainsi se trouve établie une relation entre deux intégrales définies, dont 
la première a cela de remarquable que la fonction sous le signe / 
dépend uniquement de deux racines réelles d’une équation du qua¬ 
trième degré. 

La formule (ii) peut être aisément vérifiée dans des cas particu¬ 
liers; et d’abord, si l’on suppose b = a, ou, ce qui revient au même, 
£ = O, les formules (8) et (7) donneront 

0'^ =a^k-, 6 — ± ak, r- = ( « ih /c )‘C 

On aura donc alors 


et, par suite. 


— '1 = («-+- (« — ^')'= knk. 


f (r,7— rf) dp— &akT:, 

J ~ -TT 


comme le donnerait la formule (ri). 

En second lieu, si l’on suppose k très petit, la formule (8) donnera 


sensiblement 


(12) 

cos^p ^ sinV 

COS-/? ^ sin‘^/? 

b'* 


et, en nommant 0 la valeur positive de 0 fournie par l’équation (12), 
on aura encore, à très peu près, 

,.2 ,.2 _ 4 A-" /cos^p sinVy* 

" ' — a- b-^ ) 

Cela posé, on tirera de la formule (i i) 
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hIK ‘|Hi I J"\ inil ;in îürUM*, 




1 



f ti\ jHiiii Mliit iîir 4îr«‘*'î**îu<‘u! wWv {l<M’uii‘r<‘ loi’iuulr, il suflil (1(‘ [>r(Mulr(‘ 


r t 




«’us 

fl 


si II 7 ^ 


- .J 

44 . 


I U * 1 1 IMI «.h U . \ tjUt ItjUt's iliran nirs de ( 'dlriil îfUè^ntl. 

» Il . i. \ltî, I» imH-; U t <i*n'nîuhr<'* iHin. 

J.- ' îi"- UII (lii‘t»ri-mc (lt‘ C.aliMil inlô^ral ([ui coni- 

jin inl . MiMUf <-1 ' jt.ti Iil uIht li‘ lliniri'iiii’ ili'jà à l'aiili' illKHK'l 


ni! Ir,iîr 4 ‘*riiii'' **11 lîii*'*!,,' 


r.ih- uni' iiilcî^rali' imillipli’, pi'oiliiilc |)ai' 

|i| Il " î * ' ïiî'i ! t ï * ‘ / r.i ! î * * i 1 ï'i ' i *1 1 i \ * *a liîii* iiii'Hiii \ai’!alil(i. Ji* i (Miitii (jiit * ( il 
iiiilii , <1 lîriiiirr llii'Mi<*iui* [ll•ul flrf iililfiiii'ul a|)|>lt(jii<‘ a la dcli'r- 

uiiii.ilxHi il'- 1.» li»u> imn |ii iiiiMjiali- (|tii \rrilii‘ uiK' f(|iia(ii»ii caraiii'iâs- 
li.jiir laiîiii i<- m»' MTS il.-s ruriinil«-s ainsi nlitaniics pniir 

rTl.iirs'ir 


liir.' ijui 4 vlv sunlmn» clans la scnuu’t' <In î 4 nn- 

liiiilii'r', ri tjin- J*’ laiH ta|ijii*ti 4 * C‘il jH*u cln mots, 

II..lis il- piiMUiliiili- lin \!iTunii'i‘ iasiM-i' an n" H dn rmiK' Xill dt's 
rrn.ius ■' . j’.u ii.tisid.T.i nn.' Inin-tinii principale, propre à 
\. r)!t.T r,ju..îi..n . araetrri-slitjue liniiinKi-ni' de l’ordre //. enln' trois 
id..!!!.. . ! !.• I■•nlps /; jiuis. .‘Il sn|>posanl (jin- la valeur inilial.' de 


$ vti Ii'i 


1,1 .i. in,, d.' . .11.' fonetnui. .Illlerenliée ri t lois par rapport, a /. 


l. p.-!,d..)l .1.- la dis|.,ur.‘a uu rentre üxe, et s’évanouissait toujours en 


I ii : 


■if,- i i 


1 t \i. i‘ 
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dehors d’une sphère décrite du même centre avec un rayon très petit, 
j’ai dit que cette dérivée se réduisait, pour les points situés dans l’intérieur 
de chaque onde, à une quantité infiniment petite, et, pour les points situés 
au dehors, à une quantité infiniment petite d’un ordre plus élevé. J’ai cru 
pouvoir en conclure que la même dérivée s’évanouit, dans l’hypothèse 
admise, pour tous les points qui ne sont pas infiniment rapprochés de la 
surface, des ondes. D’un autre côté, M. Blanchet, après avoir rappelé le 
passage que je viens de citer, a conclu de ses formules c\\i’ily a des 
déplacements et des vitesses entre les différentes nappes de la surface des 
ondes; et il a observé qu’il se trouvait en cela d’accord avec les résul¬ 
tats que IM. Poisson a déduits des intégrales relatives aux ondes sphé¬ 
riques. Or, quoique ces diverses conclusions puissent paraître contra¬ 
dictoires au premier abord, cependant un examen attentif m’a conduit 
à reconnaître que la contradiction est seulement apparente. Ainsi, par 
exemple, en appliquant mes formules à des équations homogènes qui 
comprennent comme cas particulier celle dont M. Poisson s’est occupé, 
j’ai vu que, du moins pour ces équations, la dérivée de l’ordre n — \ de 
la fonction principale est efTectivement nulle dans tous les points 
situés hors des diverses nappes, ou entre ces mêmes nappes, tandis 
que la fonction principale elle-même s’évanouit en dehors de la plus 
grande nappe, sans devenir nulle, ni entre les diverses nappes, ni en 
dedans de la plus petite. Ainsi, jusqu’à présent, rien n’infirme le 
théorème que j’avais énoncé. D’ailleurs les méthodes que j’ai données 
dans les précédents Mémoires, jointes à la l’cmarque présentée au com¬ 
mencement de cette Note, fournissent les moyens de parvenir avec 
beaucoup de facilité à la valeur définitive de la fonction principale. 

Analyse. 

§ I. — Théorèmes de Calcul intégral. 

Théorème PL — Soient 

U, (’ 

deux fonctions données d’une même variable s. 
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i/i'it.f rti/rurs partn'iilinvs île s. ri supposons (pic lu fonction c s émnouissc 
pour s T, accr scs dcrhccs d'un ordre inferieur à n. Si l'on pose 

fc î » -V •» .V 

l I I ... f U(ls\ \ . D'Je, 

' t * t ' / 

(nt aam 

. . f 

' ' I u\-(/s I it" j l!\ tfs. 

Itrrnon.stru/ion. - - l'onr olaltl ir la lorimilc i/i), il siiClii’a évidc'iniiH'nt 
il a[)pli(ni(‘i- /I l’ois (1(‘ suit!' l’intô^fratioii par parties à la IransCorniatioii 
lie ritiléj^rali' 

. t 

f in' fis. 


Vit faisant jMH'tin* l(‘s didV'rtnüiatiaas sur 1(‘ laiicuu* r (‘t sur h^s (lérivr(‘s 
dv vv cur. 

/. Si dun sup|)us(‘ 7 o, (d si Ton indicjuo a Faide d(‘ 
la rarartûrisrujiH* 

1) " 

fl tulûj^rutioiïs (dlVrlurrs par rai)p(u 1 à la variahh' ,v, (d. à partir du 
v O, la lornuilu pourra s'rrrirr (’uinuu* il suil 

» f 

. ; I uet/s I 1 )/'h.I>^o/.v. 

* tl 'il 

( 'orolhtirr II. • Si, dans la (’oriuule ( v. j, ou pose 

tl « t S ) , 


//idrsi^^fîant uih^ (juatititr pusi(iv(‘, ufi tr(HiV(‘ra 



A i'"r t/.v 



{/ 

î !)...(/// l 


, ir/iv/.v. 
'0 


Dans Visite ïlmiîûrr duauiilcs ruiiinie dans Idujuation [2], la fondion i’ 
ost assujettii^ à la rcurdition dr s'rvannuir avrr s(*s dérivées (ruïi ordre 
é|^;il ou iuforunirà/^, pour .v t. Drrcdtc^ coudilion s(‘ra evidernintuil 

lit* r‘, . S. I, t, vî. 
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remplie si l’on prend 

n s ^s 

... {(S)c 




et alors la formule (4) donnera 


Si dans la formule ( 5 ) on pose m — o, et si en meme temps on y 
remplace /^ par n — on obtiendra une équation qui pourra s écrire 
comme il suit 

(6) f f ...f f ( l) = r ^ f ( 5 ) d.S. 

j-z • • • • 


Or réquation (6), dans laquelle nous pouvons remplacer 7 i par — î , 
renferme un théorème déjà connu [^voir le Résumé des .Leçons sur le 
Calcul infinitésimal, p. i 4 o (^)], et dont voici Ténoncé : 


Théorème II. — IJ intégrale multiple qui ixsulte de n intégrations efi'ec- 
tuées par rapport à une même variable t, et à partir de l'origine / = sur 
une fonction donnée f{t), peut être transformée en intégrale simple par 
l'équation 


( 7 ) 


fff 


1 . 2 .. ,{n — I) 


f(.9) ds. 


§ II. — Transfoj'matio/i de la fonction principale gui vérifie une équation 
linéaire aux différences partielles. 

Soit 

^ I J ^7 * * • 7 

une fonction de plusieurs variables a?, j, s, .. t, entière, du degré n, 
et dans laquelle le coefficient de î'‘ se réduise à l’unité. Supposons 
d’ailleurs, pour fixer les idées, que les variables 

J. -, c, 


(1) OEuvres de Cauchj, S. II, T. IV. 
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rt-thalfs à (|u;ilr<‘, n‘itrrs<'u(»‘nl (rois coonloiiiXM's n>c,l.an 4 >ulair(ïs ot lo 
»'*iu[is. Kiiiii, soit rn une fonction jirincipalc, assiijcllie à verilier, ([iiel 

ijlii* Mlit /. l^ujuation tsuan'lm'istiqur 

^ l I I n, 

«‘î, [HHir / (K h*s (‘oiulitiüïis 

’ - l); ’m 1>; ^rrr ' ;T7T(.r, r, g). 

l t*s uirtiinsli's r\|Hist'M*s dans Irs pîad'édniis Mriuoiia's (durniront, lou- 
jiMirs, vi dans iHsmr(îUj) ilr fas avea* uih' ^n’and(‘ faidlilé, la valonr 

rail* dt‘ 

\y; 'r.i. 

a dirr la dt*rivf*t* dt‘ l’oialïM* // i d{‘ la Idiu'lioii i)rin(‘i[)al(‘. Or, 
|Htur dr drrh(a» a la Idncliou rllr-iurnu*, il subira ('‘vidcMU- 

lîiriît d’tdlrrtiirr // itHr^ratitHis MicrassiV(^s, pai’ ra|)|)or( li la seiilr 
\arialdr/, r( ;t partir <l«* / n. Oa \ parvirudra sans p(diH‘ à TaidcMh' 
la iHriîiîür ” du ^ l*’\ ï\u tdlVt. s\ TiUi drsi^nc |uu' 

h /* 

la ^alrnrclr 1)^' ‘ la tumsidrrrr ruiiuiu* idurtiuu d(‘ /, ou aui*a, (‘U vertu 
di* vvitv furiîiulr, 

f ra / 1 (.vm/.v. 

î . <. . a // *» I 

Pitiir iiHiîîfrrr uîu» applirati^ui dr la Idiaunh* ’ï), prenons 
. I ra (T. I , * Il i /' t II (— /*'), 

ia \alriir île r riant 

r \ #'■’ * _r’ I v% 

rî sîijiposiHts rit milrr ijiïr la Idiniioïi F(.r, >%:;,/) S(‘. rcaluisc: a nn(‘ 
fiiïirtiiiïi lnHîio|^iuîr dr r i*t ilr /. A1 <h*s, iui viu’tu d une ((H‘inul(' (jue 
jdii dtiïtiirr dans I#* Caniptr rrrula la sranrt^ du U) juilhd, derni(u* 
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[p. ngC)], on aura 

(;• + M<) !!(/• H- at) -h (/• — 01 /t) n (/• ■ fAt) ^ 


( 5 ) Dr‘w=r 


.. n-1 


(v, cü))t, 


U, w étant assujettis à vérifier la condition 

Ui _j_ 4. ,^,2 — I _ 


Si d’ailleurs F(£i7, y, est une fonction paire de t, les diverses va¬ 
leurs de 0) propres à vérifier l’équation 

(6) F ((v, w ) 1::=: O 

seront, deux à deux, égales aux signes près, mais affectées de signes 
contraires; et, par suite, la formule ( 5 ) pourra être réduite à 


(7) 


1 )?-'®= r 




( /• — Cl) ; ) Il ( /• - (x) t ) 

r 


Cela posé, concevons qu’à l’origine du mouvement la valeur de 
D"”'ct, représentée par II(r), soit toujours nulle hors des limites très 
rapprochées 

La valeur générale de s’évanouira évidemment, au bout du 

temps t, pour tous les points qui ne se trouveront pas renfermés dans 
l’épaisseur d’une onde comprise entre deux surfaces sphériques dont 
les équations seront de la forme 


r—uU — £, ;• = 6 ) ^ ; 


elle s’évanouira donc, pour tous les points situés, par exemple, entre 
deux ondes de cette espèce, ou en dedans de l’onde la plus petite. Mais 
on ne pourra, en général, en dire autant de la valeur de «, qui, en 
vertu des formules (4) et (7), sera 


( 8 ) 


r 


r, (V, w)], 


Ja 1.2...(/i —2) 


(/• — W£) II(/- — ms) 


ds, 


OEuvres de Cauchy, Série I, Tome IV, p. 253; Extrait n” 13 i. 
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ou, ce qui revient au même, 


( 9 ) 




(7) 


tr, w))^, 



i .‘i. . .{n — 2 ) 


s U {s) ds> 


Si (l(i cette dernière formule on veut, en particulier, déduire la valeur 
de UT correspondante : 1” à un point situé en dehors de toutes les 
ondes; 2" à un point situé on dedans de la plus petite, on trouvera, 
dans le premier cas, 

(10) = O, 


et, dans le second cas. 


r- \ ' r' i> 

(il) W ~ (- I )«-2 ( p-yv--. ---r- f 

(«, e, U’, w))m I 


' (/• — 

{n — !>.) 


■S II(i) ds. 


Si l’équation caractéristique donnée se rapporte au mouvement d'un 
sysUuue isotrope, la fonction 

pourra être réduite à la forme 

F(.'r, J-, J, () — [ t- — £2^(.U- H- y- -h g-)] [r- — £2'"^ ( 2 ;® 4- v- 4- -■^)], 

fi, ü' désignant les vitesses de propagation des vibrations transversales 
et longitudinales. Alors l’équation (7) donnera 

( /• — £2/:) n(/• - £20 4-(/-4-£20n(/-4-£20 
2 /• 

(/• -- £ 2 ' L ) n(/- — £ 2 '/.) 4-(/■-4 £ 2 ' on (7- 4- £ 2 ' O ^ 
les valeurs do p-, v étant 

iî'i £2'- 

(i-^) F--iiTirsF’ "'“^'^-£2^ 

Cela posé, supposons que la valeur initiale n(r) de D;® s évanouisse 
pour une valeur numérique do r supérieure à e. Alors, en supposant 




I)?® ■ 


-I- V 


r>B, 
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un vt'rra la formule fia) se réduire à 


I 1,4 I 


{>'-.Q<)n(/- —£20 (r — Q.'t)Tl{r — il'l) 

D;‘G 5 =: a -:-h V ——-i 

‘ ‘ 2/- il' 


et la formule (9) donnera 

r (/• —^-£2 2)'« n(i)i/.v 

] f Jr-Çll 

{'■>) ' 

I f (r — s-<2'iy-‘!n(s)ds. 

Alors aussi la propagation du mouvement donnera naissance à deux 
ondes comprises, au bout du temps t, la première entre les surfaces 
sphériques représentées par les équations 

r — ill — t, r-=iilt-^s., 

la seconde entre les surfaces sphériques représentées par les équations 
r = il’t-e, r = il'( + s. 

Or si, pour fixer les idées, on suppose 

on tirera de la formule (i 5 ) : 1° pour un point situé en deliors des deux 
ondes 

ro=:0; 

2 pour un point compris entre les deux ondes 


" 7 ) 


>Q'3 


7 .('- 


■ Q' 


t) J S^n{s)ds; 


d' pour un point situé en dedans des deux ondes 


K\TU MT N“ \:Vt. 


Mil. ‘‘t* ijiii nnif’îïl ;\\i îU(MHt% v\\ c^anl aux. lornuih’s 


si I hü siijijiHNait i‘u paï'tii'ulitM* II .v rtaluiî a iuu‘ ('ousîantt* //, ou au¬ 
rait, itali^ î«M-îîUlU*s { , tS , 

I V'IIivw/v l/i X 

1} ^iiîî jr.iill«‘ur^ tir ri*s lnriuti!i‘s (|ut*, «laus h* ïuouvtuut'ut d uu svslriur 
«la îiiti}tM‘üh*H, t‘t dans !r ras uii rtajuatiou (Uirai’lrrislitiiK^ 
df\i.'iil irujrt-fi'îîr, ta Idarlioîi priiudpair ra, toujours ntillr (Ui dtdiors 
dr ^ doux Hîidi-H, ('i‘sso <lr N’r\auouir <*uîr<‘ iass (uuirs (‘1 v\\ d(‘daus dr 
!.i jdll- p» liîr. r.rs rourlusMUis s*otrUilrnt au iUis uiruu‘ otl l(‘S valrurs 
iillllali“s di* >rrairuf rrjUa‘MUitrt‘s, îuHl plus par II /’ » iiiais par 
r., f , I , . O t Kî U N rt* dtU’iurr ras. la v ah*ur ^u'utuadr dr rn sr d(*duua 
drs tiirtinilr*' cjur uoU”«* \ruons tl’rtuldir, j(diul(S a l uiu‘ d(‘ 
rriîr - t|ur mirmur Ir n fittu i\v lu sraiHU^ du ajuillul d(‘rui(‘r 

ji-Mtr la i| . p. m ’ |Mrrsî nMjur im)îis rxpütpiunuis plus (Ui 

driail ti.iH - 1»-^ l\Ai-rrîrfs ti' {fullvst ri dv Phvsitlttr ffitUluhNaiuiur , 

llaii‘^ iiîi loiîîxtd Arîudr, nous •U'urralisrrons 1rs rrsultats atiXipuds 
iiHiîH wmm-- 4#^ jiarxtuur. rt nous douurruus irautn^s appruailiuus di‘ 
la forîiiuîr i . 


lui. 


I .,u I î I 


i\îf i.iixî., 
ijH! i^rnjtr 


\„lf sur la tnliirtian tir la ftmrliau imnvipalr 
uttr rijuiilttiH rarartrristùiur litiaiaiii'fir. 


i: IL, I. \IU> p. Ui7 Ï ■**» dts-riithrt* 


l*rvn.tîiH jiimr iiiat‘jM>iitlanlfs trots et 

i.mi*'' 1 . 1. ï «•! !f trtitjis /. S«tit traillftirs 1' v, 


HU’duüurrs rtMUau^’U- 
, / uuu l’ourliou d(* 


iti-usrr. dr i iiiith., H, I, X \i, p. -UM. Extrait tL 
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oes variables, entière, homogène, du degré n, et dans laquelle le coef¬ 
ficient de se réduise à l’unité. Enfin supposons que, h(ir, j, s,/ ) 
étant une fonction paire de t, l’on nomme ® une fonction principale 
assujettie; i° à vérifier, quel que soit /, l’équation caractéristique 
homogène 

(Il F(Dx, IV,D;,D/)ro = o; 

3” à vérifier, pour t — o, les conditions 

( 2 ) ni = o, Di® = o, ..., D,'“-n5=:o, D™ 'îST = Il(r), 

la valeur de r étant donnée par la formule 

r = (•*--!-7-+ 

et la fonction ]l{r) étant telle que l’on ait 

n(-r)=n(r). 


D’après ce qui a été dit dans le Compte rendu de la séance du 2.3 août 
dernier [page 4o8, formule (8)] ('), on aura 


( 3 ) 


■rxS=: — 


EL! L" r” r 


si II P dq dp. 


les valeurs de «, e, w, co, s étant déterminées par les formules 

( 4 ) u = cosp, (’= sin/? C0S7, (r = sin/) siniy, 

(3) F(«,(’, K', m) =: O, 

(6) s ux + vy + wz — ùit. 

Si d’ailleurs la fonction 

n(r) 

s’évanouit hors des limités 


r=—e, rz=t, 

c. désignant un nombre très petit, il importera surtout de calculer la 
partie de ci correspondante à une nappe de la surface des ondes, dans 

I‘) OEwres de Cauchy, S. I, T. VL p. 299. E.vlrait 11“ 142 . 
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le cas où le point {æ, y, z) sera très rapproché de cette nappe. Or une 
nappe déterminée de la surface des ondes correspond à une racine dé¬ 
terminée de l’équation ( 5 ). De plus, l’équation (6), lorsqu’on y consi¬ 
dère CO comme une fonction déterminée de u, e, w, établit une relation 
entre les angles polaires/?, q-, etpar suite représente un cône qui coupe 
suivant une certaine courbe la sphère décrite de l’origine comme 
centre, avec un rayon égal à l’unité de longueur. Nommons K l’aire 
mesurée sur la surface sphérique dans l’intérieur de cette courbe, en 
supposant que le point {x,y,z) soit très rapproché de la surface des 
ondes, ou plutôt d’une nappe de cette surface, et qu’un plan tangent 
mené ;i la surface dans le voisinage du point {x,y,z) ne la traverse 
pas. Il est aisé de s’assurer que, pour des valeurs finies de r, la partie 
do CT correspondante à la nappe que l’on considère se réduira sensible¬ 
ment à la partie qui répond à cette nappe dans l’expression 


(7) 


i>r" P _. _^ 

2 7Î .,/_j C, O', 


11 (5) Di-K ds, 


les valeurs de u, e, w étant déterminées en fonction des coordonnées 
.r, y, Z, ou, ce qui revient au même, en fonction des rapports 



par la formule ( 5 ) jointe aux suivantes 


f -h =: 63 ^ O, 

1 X _ jy_ _ ^ 

( D,i6) l)t;CO D,vW ’ 


et P désignant la plus grande valeur que s puisse aequérir. 

Exemple, — Supposons que la surface caractéristique, c est-à-diie 
la surface généralement représentée par la formule 

^{x,y,z,t) = o, 

se réduise à la sphère dont l’équation est 


OEuvres de C. — S. ï, t. VL 


49 
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ü désignant une quantité positive. Alors la valeur de co, qui doit rester 
positive, en vertu de la première des formules (8), sera simplement 

et si, dans l’équation (6) réduite à 

tix H- i’f^+ o’s = .ç 4- £2/f, 

on considère u, e, (v comme représentant des coordonnées varial)lcs et 
l•ccLangulaires, cette équation sera celle d’un plan dont la distança' à 
l’origine se trouvera exprimée par le rapport 

+ s 


L’aire K du segment intercepté par ce plan sur la surfaea^ de la sphî're 
dont l’équation est 

fC 4- (>- 4- r= I 

auia évidemment la valeur que détermine la formuU' 


K = 27r( I — 




On aura donc, dans le cas présent, 

D,K = 


2 TT 
/' 


De plus, r étant la valeur maximum de iix + çy -+- la plus grande' 
valeur que puisse acquérir la quantité 

.ç = HÆ 4- vy 4- — üt 

sera r — Qc On aura donc 

p — r — ilt, 

et la partie de l’expression (7) correspondante à cô = Ü sera 

ï r-^‘ rr 

~ 2^'/ •sn(,ç)Æ-. 

Or, dans 1 exemple que l’on considère, l’expression précédente re|)ré- 



K\ ru AIT V ITk 


:W7 

j»i i;i \alrîir m*iit‘rah* <1(‘ ra, c‘ii stuit* qti ua aui’a, jioiir 

I V 11 I V I f/*» . 

ilr J 

r \\u Ht 

» /■ 

I » H I ïi|i* lîi :Mjr^ 'ï at'i■«»i «h'iîî u\rr l'cllrs qua îiuîîn a\ans ol)!(‘îUias cLius 

IJ I s r*'i" 1'4 > * J i t *‘ N » i 11 ’ 

uiî .îiîîn* \rhrl«% îîihî . îiiiuiîm tuis (auiiHuaiî un paiiî ^^aiua'ala- 
III* lit ilM I' l’.ina* ri tlrs^îH r«qM*ast*!itâa par !a laUî'a K. 


[ ,,,ji r>.ii..!.ii. il lu A<>/< imt'nt ilu/i\ fr I'cihIii 

./. lu l>ltit >l>llll M tl/il't'. 

I II 1 \}| 1 , I» n a» •' .Ml iir‘*<’aîl r'*' î'm*‘ 

| i-Miii 1111 '.^'.(<• 111 .' ili‘ 1rs rqiiatnuis du 

urunnii. iü dr^.-inr-iil hnliM.,;rlirs. 1rs drjil.H-rluruls 


liar III' 


^ .. Ir.iilr, Hir iirrv [ i;i lu 1 IrIrtiKUi 1 iiUV u^fs, si* drdlUSriil dr lu 

r.udr drs r.inaulr. Ijur j’ai d.u.urrs dans la 7 " 

J , a. -. / 1./.V..S ,/■ iuulsu- n ,ir H.su.tur muthnmüuinv. 

M,. d. r. -. !.alunir . . u.nlun.-rH a\rr 1rs r.lUaliutrs Ki . (17 .'. ' 1 H dr la 

J,,*,.. . a ir.ullr qi.r. dans Ir lumnruiriil d.inl ils’a-H.lrsdr 

' i.!' , r! IMI Uifr 1rs utrss.-sdrs Ituilrrulrs s’rVaütiUIssrill, rtl 


I'* 


. f ru drlun-s drs druv undrs [iroi.a-^rrs. rt mmir lUitir rrs 
,.udrs. nuaul a la Inurliutl jiriuriiialr, amil la drrnrr du tn.isirliir 


# 1/ V., . ,4.- # 


\l, 1*. *H-r r Iv.U'.hI u' T»-* 
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ordre est constamment nulle, pour les points non situés dans l’épais¬ 
seur de l’une des ondes, si elle cesse de s’évanouir au bout du temps /, 
pour un point situé entre les deux ondes, ou en dedans de la plus 
petite, cela tient évidemment à ce qu’un tel point a dû certainement, 
avant la fin du temps t, se trouver renfermé dans l’épaisseur de l’onde 
la plus grande, ou même successivement dans l’épaisseur de l’onde la 
plus grande, et dans l’épaisseur de la plus petite. Observons encore 
que, dans la formule (i 5 ) de la page 1098 ('), on peut remplacer la 
seconde limite r de chacune des intégrales que renferme le second 
membre par la limite £. 

Observons enfin que, si l’on combine la formule ( 5 ) delapag(' 1091 (-) 
avec la formule (i 4 ) de la page 9(’), on retrouvera l’équation (i 5 ) de 
la page 128 (■*), les valeurs X, pi, v étant données par les formules (i 2 ' 
de la page i22(“), dans lesquelles on devra poser 

P — 6 ) t. 

Si le premier membre F{x,y, z-, t) de l’équation caractéristique était 
fonction, non plus de t et du rayon vecteur r, mais de i et de ï , le carré 
de ï étant une fonction homogène du second degré en æ, y, la valeur 
générale de se trouverait encore exprimée par une intégrab' 

double, en vertu d’une formule qu’il est fiicile d’obtenir. Cette der¬ 
nière formule, analogue à l’équation (i 5 ) de la page 128, comprendrai! 
comme cas particulier la formule (20) de la page 206 du Tome l'’" des 
Exercices (“). 

xNous remarquerons en finissant que, dans la formule (i4) de la 
page 119('), on doit remplacer évidemment le produit (nl par le ra])- 

port Yp’ la valeur de Q étant celle que donne l’équation (8) de la 

(') OEuvres de Cauchy, S. I, T. VI, p. 382 . Extrait n" 1S3. 

<*) M- Id. p. 38o. » n» -133. 

t’) Id.. Id. p. 210. a n° 129. 

I^- Id. p. 258. » n“ 134. 

I^- Id. p. 257 . » 11 ° 134. 

I^- S. II, T. XI. Nouveaux Exercices. 

S. I, T. VI, p. 254 . Extrait n° 134. 
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page 98 ('). C’est ce Cfue l’oa reconnaîtra sans peine en effectuant le 
calcul indiciué à la page ii8(®). 


156. 


CAt.c.i'i, TNTÉon u.. — /Vo/c sur diverses Ircwsforjnalions de la fonction 
principcde cpii vérifie a ne éff nation caractéristique homogène. 

C. U.. L. XIV, p. O. (3 janvier 1842 ). 


Les mêmes clioses étant posées que dans le Coniple rendu de la séance 
du 20 décembre dernier, considérons de nouveau la fonction princi¬ 
pale m déterminée par la formule 


( J ) 


m 


4 71 





sin P dq dp, 


les valeui’s de //, e, ir, .v étant 


(:>. j //“COS/?, r “ sin/; cosf/, o’sin/> siiu/, 

( 3 ) s nr U X -h (’r -1- — (x) t. 


L’équation (i) pourra s’écrire comme il suit 


(4) 




wr' ^ .TU ^ ^ (s-çy^~Ksii {s) 


ts\v\p dq dp, 


la valeur de ç étant 


( 5 ) q -HZ U J' c r *+“ Z, 

e( l’on pourra d’ailleurs considérer a, r, w comme représentant les 
coordonnées rectangulaires d’un point situé à l’unité de distance de 


(1) O/ùivpcs de Cauchy J S. I, T. Vï, p. 233. Extrait n” 133. 
( 2) Id, Ici. p. 2 'j 3. » 13i. 




39» 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

l’origine des coordonnées. Concevons maintenant que, cette origiiK 
restant la même, on transforme les coordonnées rectangulaires 

U, (ï’ 

en d’autres coordonnées rectangulaires 

U, V, w. 

Les équations de transformation seront de la forme 

I K — au-h a'v 4 - a"w, 

(6) < (> — Pm-(5'v + (3"\v, 

( ir = y U 4 - y' V 4- y" VV, 

les coefficients 

a, |3, y, a', (3', /, a\ (3", y" 
étant propres à vérifier les formules 

-h y- =1, -t-(3'^ 4-y'" = I, a"=4-(3"2-i-y"2=r ,, 

/ a'a 4- ^'[3''4- y'y"= o, a"a 4- (3"(3 4- y"y — o, aa' 4 - |3f3'-h y'/= «; 

et aussi les suivantes : 

( 8 ) I =0 4-(3'2 4 -( 3 "= ~i, y^ 4-y'- 4-y"^ -i, 

( (3y 4-|3'y'4-|3"y" = o, ya4-y'a'4-y"»" = o, a(3 4 -a'( 3 ' 4 -a"(3'' = o. 

De plus, en posant, pour abréger, 

19 ) ax 4- Pj' 4 -y; = A-, a'o; 4 - P' 74 -y'.^ = A, cc".e 4- (3"r 4- y" 5 -- fe, 
on tirera de la formule (5) 

i'°) S = AUl 4-i)''v 4-tw. 

Enfin, en posant 

«0 u = cosp, v = sinpcosq, \v = sinpsinq, 

on pourra, dans la formule (i) ou (4), remplacer le produit 

sin/j dq dp par sin p rfq ctp, 



et l’on aura, par suite, 
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(. 2 ) 


TÏT — 


Att X J, (E(«^, ei, fvt, s - Ç)), ®’“P 


les valeurs de /i, e, ne, ç étant déterminées en fonction des angles 
polaires p, q par les équations (G) et (lo) jointes aux formules (ii). 
Si, pour plus de simplicité, on prend 


(i 3 ) 




'S ■ F( ///., vt, »’t, s — ç) 

la formule ( i a) deviendra 


('4) 


Tü : 


47 T . 


P 5 II ( 5 ) 

\ . . / Ç] 




t sin P ck\ cZp. 


Ajoutons que, si l’on nomme 


"/» <V i/ 

ce que deviennent 

U, (’, (f, ç 

([uand on y remplace v par — v et w par — w, on pourra, dans la 
formule (i4)> supposera déterminée, ou par l’équation (i3), ou par la 
suivante : 

.. Ji-s)'!:":.. __ 

lï'i, s — i) F(M,i, V,i, .9 — ‘îA. ' 


(i 5 ) 


Uevenons maintenant à la formule (12). On peut l’écrire comme il 
suit 


(. 6 ) 


Zj 47r 


/ 2 ' 7 r 

*- 4 ) 


Ds F («<, vt, ivt, .1 — ç) 


t si 111) dq <r/p, 


le signe S s’étendant à toutes les racines de l’équation 

(t7) ¥ {ut) vt, ivt, s —ç)=o 

résolue par rapport à s. Cela posé, concevons que l’on désigne par 


’/> ’Jy ? 




392 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


les valeurs de 


II, (v, w, s 


tnurnies par le système des formules 

(iS) r(f<, (’, (v, 6)) — O, 

^ X — f D„ tO _ )■ — i D,, 6) J — t D,v M , ^ ^ ^ 

U ~ (I' ■= ' > 

i20) u’^+f’‘^+W-=l, 

jointes à la condition -h oy H-> o. a, C", y, 0 , p seront des 
fonctions déterminées de ar, y, l. De plus, après avoir la'inplacé la 
variable p par la variable s, on pourra dans le second ineinbrc de la 
formule (xG) développer, sous le signe /, le coel’ticient dx? .vll(.v) en 
une série de termes qui aient pour facteurs les puissances ascendantes 
de 5 — p, et alors on obtiendra pour développement de tô une série ([iii 
ne renfermera plus que des intégrales relatives à .v, attendu qiu' l(‘s 
intégrations relatives à la vxiriable q pouri'ont s’elfectuer à l’aide dx* 
tormules tirées du calcul des résidus. C’est ee que j’expliquerai plus 
en détail dans un nouvel article. 


P. S. — Si, dans l’équation (i), on pose pour abréger 
(21) sU{s) — f{s), 


elle donnera 


(22) Dr^Tn=- — 
4'iT 

Si d’ailleurs. 


w, wj},., 


siü/? d(j dp. 


-, O 


désignant une fonction de oc, y, z, t, entière, homogène et du degré ni, 
on nomme 


□ et 


ce que devient cette fonction quand on y remplace les varixiblcs 

Æ-, J, 5, t 

par 

D-, D/ 



ou par 
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U, (>, w-, _ 

on tirera de la formule (22) 

(. 3 ) î>is\npdqdp, 


puis, en supposant que □« ne renferme point de dérivées de cr rela¬ 
tives à l, et d un ordre supérieur à n — 2, on conclura de l’équa¬ 
tion (23) 


(a.i) 


□ CT — 



P 6 )"-^ ff" 0 (.<) 

(>, U’, ûjjj^ 


cK sinp dq dp. 


On pourra d’ailleurs faire subir au second membre de l’équation ( 23 ) 
ou (24) des transformations analogues à celles que nous avons ci-dessus 
effectuées sur le second membre de l’équation (1). Les formules ( 23 ), 
(2'i), et celles qui s’en déduisent, fournissent le moyen d’obtenir avec 
une grande facilité les valeurs des inconnues qui vérifient un système 
d’équations linéaires aux différences partielles, lorsque l’équation 
caractéristique correspondante à ce système est une équation homo¬ 
gène dans laquelle les dérivées relatives à t sont d’ordre pair. 

Si l’on prend en particulier □ = D^, la formule (aS) donnera 


(C. 5 ) 


D«-i 





r 00'*-* f'(^) 

w, w))u 


sinp dq dp. 


Appliquons cette dernière formule à un exemple très simple et suppo¬ 
sons 

a, b, c, û désignant des quantités positives. L’équation (aS) pourra 
être réduite à 

I r" 

(26) J) lis—J J {'{s)smpdq dp, 

les valeurs de ^ et de co étant déterminées par l’équation ( 3 ) jointe à la 

5o 


ORuvres de C .— S. I, t. Vï. 
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(F, .V 

fournies par le système des formules 
n S ) E ( r, O’, &3 ) — o, 

X — y — ^D(, t D(v^ fi) _ _ 

(. 9 ) --= •-—;;-==- 

(20) -h ('’'+• (F'“ J , 

jointes à la condition «a?-t-ey H- > o. a, 6, y, 0 , ç> seront des 
fonctions déterminées de ce, y, t. De plus, après avoir remplacé la 
variable p par la variable s, on pourra dans le second membre de la 
formule (16) développer, sous le signe /, le coefficient de .vll(.v) en 
une série de termes qui aient pour facteurs les puissances ascendantes 
de s — p, et alors on obtiendra pour développement de w une série qui 
ne renfermera plus que des intégrales relatives à s, attendu que les 
intégrations relatives à la variable q pourront s’elfecluer à t’aid(“ de* 
formules tirées du calcul des résidus. C’est ce que j’expliquerai plus 
en détail dans un nouvel article. 


P. S. — Si, dans l’équation (1), on pose pour abréger 
(21) ,sll{i)=;f(s), 

elle donnera 


(22) 

Si d’ailleurs. 


I 



r ‘ ‘ (•c _ 

e, (f, w)),„ 


siti/) d(/ dp. 


f{x,y, z,t) 


désignant une fonction de oc, y, z, t, entière, homogène (T du degré ni, 
on nomme 

□ et cX 


ce que devient cette fonction quand on y remplace les variables 

œ, y, Z, t 


par 


D^, Dy, D„ D, 



ou par 

on tirera de la formule (22 

] 

4 
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(33) Dr”-aw: 


L r ‘ r r . 

^Jo Jo W)),, ^ 


puis, en supposant que □© ne renferme point de dérivées de rn rela¬ 
tives à t, et d’un ordre supérieur à n —2, on conclura de l’équa¬ 
tion (23) 


(2-1) 


□ ro 


‘ITT 


^271: 






On pourra d’ailleurs faire subir au second membre de l’équation ( 23 ) 
ou (24) des transformations analogues à celles que nous avons ci-dessus 
ciïoctuées sur le second membre de l’équation (1). Les formules ( 23 ), 
(24), et celles qui s’en déduisent, fournissent le moyen d’obtenir avec 
une grande facilité les valeurs des inconnues qui vérifient un système 
d’équations linéaires aux différences partielles, lorsque l’équation 
caractéristique correspondante à ce système est une équation homo¬ 
gène dans laquelle les dérivées relatives à t sont d’ordre pair. 

Si l’on prend en particulier □ = D^, la formule (aS) donnera 


( 35 ) 


D?-* 


ÎÎT 



r f'(^) 

«, r, w, (o))u 


sin/? dç dp. 


Appliquons cette dernière formule à un exemple très simple et suppo- 
soriwS 

/^2 ^2 "S. 

a, b, c, ü désignant des quantités positives. L’équation (20) pourra 
être réduite à 

I r'" 

(26) J ['(s)sinpdqdp, 

les valeurs de s et de ca étant déterminées par l’équation ( 3 ) jointe à la 

5o 


ORiivres de C. — S. ï. t. VI. 
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D’ailleurs les formules (i8), (19), (20), jointes à la condition co > o, 
donneront 


(28) 


.r 

a 


e = 

al 

(32 

- h Ç 


V’ 


\ 

^ a b 

c 

J 


.r 


Z 


__ 

aQ 


be ~ 

ÿ~ 

cQ 





- i; 


;p = a; — Ût, 


et, en supposant u, e, 02 déterminés en fonction des angles polaires p, q 
par le système des formules (6) et (t i), on tirera de l’équation (aU) 


(29) 


I r’' 

D(5t= 7— / / f (i) sinp rfq (ip. 

-'0 


Si, dans cette dernière équation, on remplace la variable p par la 
variable s et si l’on développe ensuite le coefficient de f'(.?) en une 
série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x — p, alors, 
en supposant la valeur de n(^) toujours nulle hors des limites très 
resserrées 

— £, 


on trouvera, au bout d’un temps fini t, et pour un point situé dans 
l’épaisseur de l’onde propagée, 


(3o) 


Di5T = Aj J Î'is)ds + A^j'^(s — p)î'{s) 


ds 


K J {s — p)-i'{s)ds 




ou, ce qui revient au même, 

(3i) D(5j=;Aif(p) — A^y {{s)ds~2AsJ^ (■' 


s — p)f(5)(3ts — 
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la valeur de A„ étant donnée par la formule 


(32) A„ — — 

dans laquelle on suppose 



P sinp 


dq, 


(33) = (u — + V J -h \v& — (w — d)t, 


et le signe relatif à la seule valeur zéro de la variable p. Sous cette 

condition et en vertu des formules que fournit le calcul des résidus, 
A„ se réduira toujours à une fonction déterminée de x, y, z, t. On 
trouvera, par exemple, 


Ai = 



-TP 



I 

C 






- 4 - 


abcO'*- S 


157. 


Calcul intégral. — Addition aux Notes insérées dans les Comptes rendus 

des séances précédentes. 

C. R., t. XIV, p. 8 (3 janvier 1842 ). 

Dans la Note que renferme le Compte rendu de la séance du i 3 dé¬ 
cembre dernier, j’ai indiqué les moyens d’obtenir, sous une forme très 
simple, la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique 
homogène; et, après avoir considéré en particulier le cas où l’équation 
donnée est celle qui représente les mouvements infiniment petits d’un 
système isotrope, j’ai ajouté, dans la séance du 20 décembre, c|ue, 
pour déduire de la fonction principale les déplacements d’une molé¬ 
cule mesurés parallèlement aux axes, il suffisait de recourir aux for¬ 
mules établies dans les 7® et 8® livraisons des Exercices d’Analyse et de 
Physique mathématique. Quoique cette déduction ne présente aucune 
difficulté, elle n’est pas sans intérêt, puisqu’elle permet de suivre avec 



396 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

plus de précision les phénomènes représentés par l’analyse. C’est ce 
qui me porte à exposer ici les détails des calculs que j’avais seulement 
indiqués. 

Considérons un système isotrope de molécules et supposons que les 
déplacements d’une molécule, étant mesurés parallèlement à trois axes 
rectangulaires, soient représentés, au bout du temps t, par -q, '( pour 
la molécule dont les coordonnées primitives étaient x, y, Les équa¬ 
tions des mouvements infiniment petits du système (voir les Exercices 
d’Analyse et de Physique mathématique, t. P*’, p. 208) seront de la forme 

(i) (Df-E); = FD^-j, (Df-E)ï)=:FD^-j, (1); - E)Ç = FD^-.;, 

E, F étant deux fonctions de 


D^-^D= + D|, 

entières, mais généralement composées d’un nombre infini de termes, 
et la valeur de u étant 


Posons, pour abréger, 

V'=D=-E, T'^Df-E-(D2+D=-hDJ)F, V = 

Soit d’ailleurs w la fonction principale assujettie ; 

1° A vérifier, quel que soit t, l’équation caractéristique 

* ^ * Vro = O ; 

2“ A vérifier pour ü = 0 les conditions 


—O, 

Enfin désignons par 
U) yAx,r,y, 

les valeurs initiales de 


D(*nT = o, Dfxs = xxs{x, y, z). 
y, Z), ^(x,y,z), X{x,y, z), 


W(x,y,z) 


et par 


-fl: Z, D,£, D,ï), D,ç, 
?. Z. +,•<&, X, ^ 
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ce que devient la fonction principale gt quand on y remplace successi¬ 
vement la fonction arbitraire 

^ î 3 -î» } 

par chacune des fonctions ( 4 ). Les valeurs générales de H, y], ‘C seront 

/ ir=V"(«&4-D,9)-i-FD,8, 

(5) ■/î=:rV"(X-t-Dr/J-KFD,.8, 

( Ç =V"(W-^D,4/) + FD,a, 

la valeur de a étant 

(G ) a rr -1- D,9) -1- Dy(X + D,x) + D^(^F+ 

Dans le cas particulier où les équations des mouvements infiniment 
petits deviennent homogènes, on a 

K 12- (DI. D J DB ), F ^ Q .'-- 

Ü, Ü' désignant les vitesses de propagation des vibrations transversales 
et longitudinales; puis on en conclut 

V'= D? - - H- D,^. H- D|), V"=r D^ - £2'nDl D= + D!); 

et par suite 

V rrr [D| - 12»(DJ + D» D| )] [D| - 12'HD» -f- D» -h D| )]. 

Donc alors la fonction caractéristique se réduit au produit 

[■ r» - 9J (.r» -I- 7» -»--=)][ i- - > 

(ïomme on le savait déjà. []Foi/’lc Compte rendu de la séance du i 3 dé¬ 
cembre, p. ioq 3 (')•! Ajoutons que, dans ce cas particulier et en 
posant, pour abréger, 

12 _ 12 '» ■ 

(7) . F- — — — li'»—12»’ 

(8) üt, = V"gj, nj2=V'nT, . 

on aura, en vertu de la formule (6) de la page 210 des Exercices d Ana- 
(I ) OEiivres ch Cauchy, S. I, T. VI, p. 38i. Extrait n» 153. 
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lyse et de Physique mathématique, t. I", 

(g) D? 5 J = /X53l+yro2. 

Observons enfin que, dans ce même cas, les formules ( 5 ) donneront 

' |=:[D?-i2'^(D|-rDJ. + DI)](# -+-D,<p) 4 -(£ 2 '--i 20 b*a, 

(.0) •/i = [D|-P-'*(D| + Df, + D|)](X + D,7j+(i2'=-iî^)D.^«, 

( Ç = [D| - P'-(D| +• D| + D|)] ('F+ D,(j;) + (P'^- P')D,a, 


la valeur de a étant déterminée par l’équation (6). 

Supposons maintenant, pour plus de simplicité, que rs[.T,y,z^) se 
réduise à une fonction de rayon veeteur 

r — {x^ + y‘’-+ s^Y; 


posons en conséquenee 
et, de plus. 

Alors on aura 


/, s):=n(/') 


n(-/-) = n(/-). 


(■>) 



{r-POn(r-PO + ('- + iiO n(rH-PO 

-- --^ 

2 /* 

(/•-P'on(r-p'o + (/■ + ü't) ii(/’ H- in) 
2 /• 


et, en vertu de la formule (g), 

(12) DjOT —fiD^cj, H-vD^w,. 

Cette dernière équation coïncide avec l’équation (12) de la page logd 
du Tome XIII des Comptes rendus ['). Si d’ailleurs n(r) s’évanouit 
pour une valeur numérique de r supérieure à £, alors, en supposant 

(> 3 ) /•>£, 

on tirera de la formule (12) 

( 14 ) T> 3 ^-^.lLz: g 0 n(r-Q 0 

2r 2/* 


(^) OEwres de Cauchy, S. 1. T. VI, p. 38 1 . 



et, pai' suite, 
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/-» t' J. 

ou, ce qui revient au même, r étant supposé > s, 

^ S 

(iG) 7^z=i^^y^^y-s-Çl£ŸsTi{s)ds^-^^^^ ^y-,^Q!t)H^{s)ds. 

Alors aussi la propagation du mouvement donnera naissance à deux 
ondes comprises, au bout du temps t, la première entre les limites 

(•7) r — €tt — z, r = i2ï-+-£, 

la seconde entre les limites 

(18) r — QIt — s, r — Çl' t + t. 

Enfin, si, pour fixer les idées, on suppose 

(19) £2'>Î2, 

c’est-à-dire, si la vitesse de propagation des vibrations longitudinales 
surpasse la vitesse de propagation des vibrations transversales, comme 
il arrive dans la théorie de la lumière [voir la 9® livraison des Exercices 
d’Analyse et de Physique mathématique, p. Sia), les deux ondes seront 
séparées l’une de l’autre dès que l’on aura 


et alors on tirera de la formule (16) : 1° pour un point situé en dehors 
des deux ondes propagées, 

« 

( 21 ) . jnzzzo; 

2^ pour un point situé dans Tépaisseur de Tonde la plus rapide, 

(22) xjy ziz f (^r — $ — iysïi{s) ds; 
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pour un point situé entre les deux ondes. 



' pour un point situé dans l’épaisseur de l’onde la plus lente, 

4 ) f ^ J «2 

’ pour un point situé en dedans de l’onde la plus lente, 

oinme jel’ai déjà dit(wïrla séance du i 3 décembre dernier), il suit 
es formules (21), (28), (20) que, dans le mouvement d’un système 
otrope de molécules, et dans le cas où l’équation caractéristique 
evient homogène, la fonction principale ®, touj-ours nulle en dehors 
es deux ondes proposées, cesse de s’évanouir entre ces ondes et en 
edans de la plus petite. Mais, en vertu des mêmes formules, la valeur 
e DjGT, et même celle de D^tir s’évanouiront pour tout point placé 
ans l’une des trois positions que nous venons d’indiquer. De plus, eu 
gard aux formules (10), dans lesquelles on a 



3S déplacements et, par suite, les vitesses des molécules s’évanoui- 
ont pour tous les points situés en dehors ou en dedans des deux ondes 
iropagées. M. Blanchet a remarqué avec justesse qu’on ne pouvait, en 
;énéral, en dire autant des points situés entre les deux ondes. Toute- 
ois il est bon d’observer que, même en ces derniers points, les dépla- 
:ements et les vitesses se réduisent à zéro quand on suppose nulle la 
lilatation du volume représentée par la lettre u, c’est-à-dire, en d’au- 
res termes, quand les vibrations longitudinales disparaissent; et 
omme, dans la théorie de la lumière propagée à travers un milieu iso- 


J ATH vrr N-i;j 8 . ^,oi 

ü 'j' . "U l.iii ah-îi;niiiiii tli*^ viliratious l(in}<i(u<liiial(!S, eu so bornant 
,1 b ini .■.uüjitf (!>• • rilfs (jiii mil Ib'ii sans chaaj’i'inont do. donsité, on 
jitiiin.f > iMirlun- d*‘> liHuiiitos jin’MM'dcnti's, a[>|)li(jn(''os à (‘cl.l.e thôorio, 
ijiii’ I» '. \ilnaliniis Itntimrusi's sulisisicnt siMib'iiu'nl. dans répaisscur 

d’' ! ‘iiidf î.< jdiiH b'iiti*. 

I l ^ -iivfi'.es . .lurhi'-iiitis aii\([iu>llos nous vinions do [larviinir s’ofcn- 
d> n! ,iii r.f. iio iin* mi la \aî*-ur initiab' do rrr serait. ri'présiMitôo, non 
|dn par I! r , mai-., jiar m .r, v, ; a (’/osI ec' (|n(^ l’on rooonnaît sans 
j'i jiM- <11 jiiipiiaiit ans Itntuules pn'oédonli's (•(‘lies (|uo nuilbrnio h' 
t Me.y.,'* /ifttlii «le la ''«•aiife «lu fi juillet. iHji ('). 


fiS. 


l'iaM.o r %unii mvuoi i . /(ajiport xtir dru.r Mernotres de !\l. Hlanclnd, 
if Liiif i 11 iii du nioiivv/ncnl dans les miliciin' elas/ufi/ex 

t i t n futitu nlit r à ht dvlitintufion drx o/tdrs. 

1 U . î \1\ , )i. IHi) ui liiars iS.î'l.|. 


t.‘ a.t. iiiii' mot', a « liar^iA, MM. Sturin. Li(niville, Dnlianud et moi, 
«b- lui it rniii- 1 ««mjile «le d«‘u\ Mémoires de M. Blanelu'l, l'o.latils à la 
|ti«‘j<ai.'atîioi «in iiimiv«•meut dans li*s milieux elasti(|nos erislallisiis, (“t 
.11 j.ai !n Iilui a la d «d iiuif a t ioii (b’S ondes dans les mouvomonlsvibra- 
(iii 11- -, 1 «■ 'i i ijiiatiKi!atis di'i’ive(‘s paiiiidles, (jin* I ant(mr a e(nisidoiôos 
«lens M.-iuoii-.s, sont seiiddahb's pour la l'ormo à colles que 
!..iuîii*.‘.7it I.-. pnii. ip.'s clalilis par l’un de nous dans le ïom(‘. III dos 
/ tii Miil/n r/itiuftn s, p. I HiS (-}, e’esl-a-din' a ooll(^s (pii ropro- 


ot.-nl i. v m.ois.'iiM itt*. münimeat petits d’un syslèmo do mohîcub's 
. au» !r, une. Mir le. autres à de très petites dislaneos, et très pou 
r. .,i!r. -. «le leur. poHifiuiis d’éipii 1 ibro, duns le cas où l’on rond oos 


® # #1 ilr >. !, i. \I. î». Hüiv . 

UI > 11 , T. VllL 

^îr ■ >. I, ?.. 1 ( 1 . 
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lêraes équations homogènes, en consei’vant seulement les dérivées du 
econd ordre des trois inconnues différentiées par rapport aux va- 
iables indépendantes. C’est en appliquant à la discussion des inté- 
rales générales de ces équations un des premiers théorèmes du calcul 
es résidus que l’auteur est parvenu à résoudre la question impor- 
inte qu’il s’était proposée. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

L’intégration d’un système d’équations linéaires aux dérivées par- 
ielles et à coefficients constants se ramène facilement à l’intégration 
’une seule équation linéaire qu’on peut nommer l’équation caracté- 
istique. Supposons que ces équations se rapportent à un problème de 
’hysique ou de Mécanique, et que l’espace auquel elles s’étendent 
este indéfini. Alors, pour*rendre plus facile l’étude des phénomènes 
[u’elles représentent, il convient d’obtenir les intégrales de ces mêmes 
squations, et par suite aussi l’intégrale de l’équation caractéristique, 
-ous une forme telle que les fonctions arbitraires expriment les valeurs 
nitiales des inconnues et de leurs dérivées prises par rapport au temps. 

solution de ce dernier problème, soit pour les équations qui repré- 
lentenl les mouvements infiniment petits d’un système de molécules, 
sotrope ou non isotrope, soit même pour une équation caractéristique 
juelconque, a été mentionnée ou développée dans divers Mémoires 
lont, pour abréger, nous nous dispenserons de donner ici l’analyse. 
1.6 cas où l’équation caractéristique devient homogène est l’objet spé¬ 
cial d’un Mémoire que renferme le Bulletin des Sciences de M. de Férus- 
sac, pour le mois d’avril i 83 o. On y démontre que les valeurs des 
nconnues généralement représentées par des intégrales définies sex¬ 
tuples peuvent être réduites, dans le cas énoncé, à des intégrales qua- 
Iruples; puis, l’auteur conclut de son analyse que les phénomènes 
sonores, lumineux, etc., représentés par des équations caractéristiques 
homogènes, donnent naissance à des ondes qui ne laissent pas de 
traces de leur passage, et dont les surfaces se trouvent représentées 
par des équations qu’il apprend à former. 

Au reste, le Mémoire que nous venons de rappeler déterminait seu¬ 
lement la limite intérieure des ondes représentées par des équations 
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iH.a.o-i-acs. 11 postait à déterminer leur limite exté- 
'■‘«■tiro. A la venté, .-.>((,> limite pouvait sc conclure des formules déjà 
••«Hiiines, lurs.p.’ils’a-issait d’un système isotrope; elle pouvait même 
.•onelure, à l’e^ard des ondes lumineuses propagées dans les cris- 
«atix a deux ax('s, des formides obtenues par l’auteur AQ^Exercices dans 
Mémoires du . janvier et du 7 mars i 83 « ('). Mais il importait 
de laire ressortir <ians tous les cas cette délimitation des formules gé¬ 
nérales propres à représmdi'r les vibrations d’un milieu élastique. 
l>eja, dans un précédaiI Mémoire, approuvé par l’Académie, sur le 
rapp..rt de ,MM. Poisson et Siurm, M. Blancbet était parvenu à simpli- 
tier le^^ lormules dont il s’agit, et avait appliqué les intégrales qua¬ 
druples présentées sous un<‘ fornu'. nouvidle à la recherche des lois de 
la [iropagation des ond<‘s curvilignes, après avoir substitué à l’une des 


Variables. <lans c<-s intégrales, rinc.onnue de l’équation du troisième 
degre qui déterminé lu vitesse d(‘ propagation des ondes. En combinant 
ii‘s loimiides eonleiiues dans h“ Mémoire que nous venons de rappeler 
aviT les [U'ineipes du ealiuil des résidus, (d. en transformant une somme 
<l intégrales en une autre somme d(^ même espèce, par une analyse 
qui a ijuebpie rapport avm- eidh^ dont l’un d(‘ nous fait usage dans un 
Mémoire ipie reidernu' h' ('oniplc rendu de la séance du i 4 juin der¬ 
nier, .M. Itlamdiet est parvenu à démontrer que, dans un système mo¬ 
léculaire, dont les mouveum'uts inliniment petits sont représentés par 
des ét|uations b(mi(»gi'ues, la liiniü^ extérieure de la portion vibrante 
est déterminé»' par la plus grand»^ nappe de la surface des ondes, de 
méim* (pie la limite inlérieuri» est déterminée par la plus petite. 

Toufebtis, pour arrivera ces conclusions, dans le premier des deux 
-Menudres dont nous rendons compte à l’Académie, M. Blancbet avait 
NUp|iosé ipie b's divers('s nappes de la surfice des ondes ne se ren- 
«■nntrent pas. Dans b' second Mémoire, l’auteur a examiné le cas où ces 
napp<*s se reneonfreni; et, en ayant recours à la considération d’inté¬ 
grales du genr»' de celles <(ue Tun de nous a nommées iniégrales sin- 


I ^ I (JKmTvs (!t ('aitv/n, S. H, T. IX.. 
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gulières, il est parvenu à fixer encore, dans ce dernier cas, la limite 

extérieure des ondes propagées. 

En terminant le second Mémoire, M. Blanchet indique la possibilité 
d’appliquer les principes qu’il vient d’exposer aux intégrales données 
par l’un de nous pour les systèmes d’équations aux dérivées partielles 
d’un ordre quelconque. 

A notre avis, le résultat obtenu par M. Blancbet est l’un des beaux 
théorèmes que présente l’Analyse appliquée aux questions de Physique 
mathématique. Nous croyons, en conséquence, que les doux Mémoires 
de M. Blanchet sont très dignes d’être approuvés par l’Académie, et 
insérés dans le Recueil des Samnts étrangers. 
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Notes ajoutées au Rapport qui précédé. 
C. R., t. XIV, p. 392 (i4 mars i84a)- 


NOTE PREMIÈRE. 

Sur Vintégration des systèmes d’équations linéaires aux dérivées partielles 
et à coefficients constants. 

L’intégration d’un système d’équations linéaires aux dérivées par¬ 
tielles et à coefficients constants peut être ramenée à l’intégration 
d’une seule équation linéaire que nous désignerons sous le nom d’d- 
quation caractéristique. On trouve cette remarque spécialement appli¬ 
quée aux équations qui représentent les mouvements infiniment petits 
dun système de molécules, dans un Mémoire sur la théorie de la 
lumière, présenté à l’Académie des Sciences, par l’auteur des E.xercices 
de Mathématiques, le 3 r mai i 83 o, et publié par extrait, vers cette 
époque, dans le Bulletin des Sciences M. de Férussac, puis dans les 
Mémoires de l Institut. D ailleurs ce problème, dans lequel on se propose 
d intégrer une seule équation linéaire aux dérivées partielles et à coel- 
ficients constants, a été résolu; et les intégrales particulières et géné- 
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II» ** rii line stiiîimo i|*i*%ponenlielles mHU[H)sée. d’un nombre fini on 
iiilîiii lie ternies. |,a jirtmiiere fbrmnb‘ d(‘ (u* f^cnirt». a été donnée par 
|,,idaîis je !«nne IH des aiieiens .\lemoir(‘.s d(i lurin, publie 
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valeurs numériques de cette variable inférieures à une limite repré¬ 
sentée par le nombre i. Mais il suffit de changer l’unité à l’aide de la¬ 
quelle on suppose les variables exprimées, pour que la limite i se 
trouve remplacée par une limite quelconque, qui peut croître indéfini¬ 
ment et devenir infinie. A l’aide de cette seule observation, on peut, 
de la formule de Lagrange et d’une formule analogue donnée par Euler, 
tirer celles que M. Fourier a obtenues dans son premier Mémoire sur 
la théorie de la chaleur. D’autres formules du même genre, mais qui, 
pour la plupart, peuvent aisément se déduire de celles de M. Fourier, 
ont été successivement établies par les géomètres, et appliquées à di¬ 
verses questions de Physique mathématique. On peut voir en particu¬ 
lier, k ce sujet, les Mémoires de MM. Poisson et Cauchy sur la théorie 
des ondes, un Mémoire de M. Fourier sur les vibrations de plaques 
élastiques, le XIX® Cahier du Journal de l’École Polytechnique, divers 
Articles insérés dans le II® Volume des Exercices de Malhémaliques, etc. 

Dans les problèmes de Physique et de Mécanique et dans le cas o(i 
l’espace auquel s’étendent les équations du mouvement reste indéfini, 
la question à résoudre était généralement la suivante : 

Étant donnée, entre une inconnue et plusieurs variables indépendantes 
qui ordinairement représentent trois coordonnées et le temps, une équation 
aux dérivées partielles et à coefficients constants, avec un dernier terme 
fonction des variables indépendantes, intégrer cette équation, de manière 
que les valeurs initiales de l’inconnue et de ses dérivées, prises par rapport 
au temps, se réduisent à des fonctions connues des coordonnées. 

Tel est le problème que l’auteur des Exercices s’est proposé et a 
résolu dans ses Mémoires du 8 octobre 1821 et du 16 septembre 1822. 
( Voir le Bulletin de la Société philomathique et le XIX® Cahier du Journal 
de l’École Polytechnique.) Il a prouvé, dans ces Mémoires, qu’à l’aide 
des formules de transformation ci-dessus rappelées, et relatives aux 
fonctions de plusieurs variables, ou plutôt à l’aide d’une formule du 
même genre qui renferme sous le signe / une seule exponentielle tri- 
gonométrique, on pouvait ramener la solution du problème général au 
cas où le temps est la seule variable indépendante, c’est-à-dire au cas 
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lesquelles un ébranlement, primitiçement produit en un point donné d'un 
système de molécules, se propage dans tout le système. On voit, par le 
texte même cia Mémoire de janvier 1829 [ibid,], que, dès cette époque, 
l’auteur avait déjà traité, non seulement le cas où Vélasticité du système 
reste la même en tous sens autour d'un point quelconque, et où le système 
est en conséquence isotrope, mais aussi le cas où Vélasticité du système 
reste la même en tous sens autour de tout axe parallèle à une droite 
donnée. Il avait même reconnu que, dans ce dernier cas, les coefficients 
renfermés dans les équations aux dérivées partielles, dépendants de 
la nature du système, pement acoir entre eux des relations telles que la 
propagation dun ébranlement, primitwement produit en un point du sys¬ 
tème, donne naissance à trois ondes sphériques ou ellipsoïdales ; puis, en 
faisant abstraction de celle des trois ondes qui disparaît avec la dilatation 
du volume quand Vélasticité. du système reste la même en tous sens, il 
avait vu les surfaces des deux ondes restantes se réduire au système d une 
surface sphérique et d'un ellipsoïde de réc^olution, Vellipsoïde ayant pour 
axe de résolution le diamètre de la sphère; et, après avoir constaté l'ac¬ 
cord remarquable de ce résultat avec le théorème dlluygens sur la double 
réfraction de la lumière dans les cristaux à un seul axe, il avait conclu 
que les équations du mouvement de la lumière sont comprises dans celles 
qui expriment le mowement d un système de molécules très peu écarté 
d'une position d équilibre. 

Au reste, comme on peut le voir dans les f et 8® livraisons des 
Exercices d Analyse et de Physique mathématique, les intégrales que 
fournit la méthode exposée dans le XIX® Cahier du Journal de VÉcole 
Polytechnique et dans le Mémoire Sur V application du calcul des résidus 
aux questions de Physique mathématique coïncident, dans le cas parti¬ 
culier où le système est isotrope, avec les intégrales que renferme un 
Mémoire de M, Ostrogradsky, lu à l’Académie de Saint-Pétersbourg le 
10 juin 1829, cité parM. Poisson en octobre i 83 o et publié, en i 83 r, 
dans le Tome des Mémoires de cette Académie. Elles sont analogues 
aux intégrales que renferme un Mémoire présenté par M. Poisson à 
l’Académie des Sciences le 11 octobre i 83 o, et même à celles que ce 
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géomètre avait données le 24 novembre 1828, mais dans lesquelles la 
détermination des fonctions arbitraires était demeurée incomplète. 

Dans le cas général où l’élasticité du système n’est pas la même en 
tous sens, ni autour d’un point quelconque, ni autour de tout axe 
parallèle à une droite donnée, les valeurs des inconnues, fournies par 
la méthode générale que nous avons rappelée, se trouvent représentées 
par des intégrales définies sextuples. Mais on peut, à l’aide d’un clian- 
g(‘mont de variables Indépendantes, réduire les intégrales sextuples à 
des intégrales quadruples, dans le cas où l’équation devient homogène. 
Cctt(î dernière proposition a été donnée par l’auteur des Exercices dans 
un Mémoire que renferme le Bulletin des Sciences {') de M. de Férussac 
|)our le mois d’avril x 83 o (page 27.3). Dans ce Mémoire, l’auteur con¬ 
clut d(^ son analyse que les phénomènes sonores, lumineux, etc., 
représentés par des équations homogènes aux dérivées partielles, don¬ 
nent naissance à des ondes sonores, lumineuses, etc., qui ne laissent 
pas de (races de leur passage, et dont les surfaces se trouvent repré¬ 
sentées par des équations qu’il apprend à former. D’ailleurs, comme 
h‘ même auteur l’observe dans le Tome X des Mémoires de l’Académie 
[Mémoires des 3 i mai et 7 juin i 83 o (^)], les surfaces des ondes ainsi 
déterminées sont précisément les surfaces courbes qui ont pour enve¬ 
loppes les ondes planes dont il a donné la théorie dans les Exercices de 
Mathématiques. Ajoutons que, dans le cas particulier où l’on considère 
un système de molécules dont l’élasticité reste la même en tous sens, 
les vitesses propres des molécules, mesurées à de grandes distances du 
centre d’ébranlement, offrent, dans les deux ondes propagées, les 
mêmes directions qu’elles offriraient si ces deux ondes étaient rigou¬ 
reusement planes. Ces vitesses sont donc alors dirigées suivant des 
tangentes ou suivant des normales aux surfaces des ondes. En d autres 
termes, les vibrations des molécules, mesurées loin du centre d ébran¬ 
lement, sont alors ou longitudinales ou transversales par rapport aux 
rayons vecteurs. M. Poisson, qui avait d’abord révoqué en doute le? 

{ 1) OElivres de Cauchy, S. II, T. II. 

(2; hL S. l, T. II. 

OEuvres de C. — S. ï, t. VI. 
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vibrations transversales, a fini par les admettre lui-même et par tirer 
de ses formules la proposition que nous venons d’énoncer. En effet, 
ces vibrations transversales, admises par Fresnel, puis, données par 
l’auteur des Exercices comme résultat du calcul et spécialement comme 
une conséquence de la théorie des ondes planes, dans les Mémoires 
des 3 i mai et 7 juin i 83 o, se trouvent déduites des intégrales géné¬ 
rales du mouvement d’un système isotrope, à la fin du Mémoire que 
M. Poisson a lu à l’Académie des Sciences, le 11 octobre i 83 o. 

NOTE DEUXIÈME. 

Intégration d’une équation linéaire aux dérivées partielles et à coefficients 
constants, avec un dernier terme fonction des variables indépendantes. 

Considérons, pour fixer les idées, quatre variables indépendantes 

CC ^ t 

qui pourront être censées représenter trois coordonnées rectangulaires 
et le temps. Soit 

V{x,y,z,t) 

une fonction de ces variables, entière, du degré n par rapport à t, et 
dans laquelle, pour plus de simplicité, nous supposerons le coefficient 
de t’^ réduit à l’unité. Supposons d’ailleurs que, gt étant une fonction 
inconnue, et 

i{x, y, Z, t) 

une fonction donnée des quatre variables x, y, z, i, on assujettisse 
l’inconnue o à vérifier : \° quel que soit t, l’équation aux dérivées 
partielles 

(1) F(Da„Dy, D;, Df)ro = f(^,_y, 3 , Ï); 

2“ pour ï = O, des conditions de la forme 

(2 ) W=:GTo(^, J,5), D«CT=W,(a;, J,3), ..., Df* ' W ^ ( if, J, 3 ). 

Enfin concevons que, 

?(«, ê,y) et f{x,y,z) 
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Observons encore qu’en vertu d’un théorème donné par M. Poisson 
dans le Mémoire du 19 juillet 1819, on a généralement 

I ^ COS(a-H-6® H-y-)-£2i f(vC, J, 3 ) A 

^ J p'K 

= y— I I ^sin7>f(^-f- Q^tcosp, y -^Q>t sinpcosq, z -h sin/? sint/) dq dp. 

4 TT ,7 J 


De plus, on peut de l’équation (6) tirer celles que l’auteur des Exer¬ 
cices de Mathématiques a données dans plusieurs Mémoires présentés à 
l’Académie en i 83 o, ou, ce qui revient au même, on peut de l’équa¬ 
tion (6) déduire la formule 


cos(a«^ -\- bS^-+- cy'^-+- iclsy -1- ‘îeyot. -i- 2 fxè)~t f{x, y, z) dt 


n TC / - 


cosü ^sinpcost? 
—+ —%—’ - 


L sinp siOf/X dq dp 

^ " J ~W' 


dans laquelle on a 

(8) = ^(cos/j, sin/)C0S(7, sin/jsin^'). 


en supposant 

( 9 ) #(x, y, z) =r ax^-t- by^-H CZ-+ zclyz -t- zezx - 1 - 2 fxy, 

et les constantes 


a, b, c, cl, e, f liées aux constantes a, b, c, d, e, /, 
de telle sorte que les équations 

axfyezz=\, fx-\-by-\-dz—Y, ex-\-dycz =7, 
entraînent les suivantes : 

ax-+-fy-t-ez = «, fx-h by-t-dz = y, ex + dy-h cz = 3. 

Pour montrer une application des formules qui précèdent, considé¬ 
rons un cas particulier traité par l’auteur des Exercices, non seulement 
dans le Bulletin des Sciences d’avril i 83 o, mais aussi dans les Mémoires 
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<l(‘s 12 iivvil et 17 mai de la même année; et supposons que, le second 
mcml)i‘c de la formule (1) étant réduit à zéro, on pose, dans cette for¬ 
mule, 

F(.r, y, 5, t) = («a;®4- by--hcs^--+- -idyz 4- lezx 4- ‘if xy); 

celte même formule deviendra 


( 10) I)f CT = (aD| 4- él);. 4 - cD| 4 - ac^DyD; 


2eD-Da;4- 2 /D^Dj.)si. 


Cela posé, si l’on désigne par 

T^{æ,y,s) et U{x,y,z) 

les valeurs initiales des fonctions 

Tü et 


si d’ailleurs, en attribuant à ® une valeur positive déterminée par le 
système des formules (8) et (9), on pose, pour abréger. 


, cosp 

(U) 1 X t , P-=/- 


^ sin/? cos 7 
' ^ ' 


V — Z — |— t 


^\np sin^ 
9 ? 


et, de plus, 

i 

^ J ) % zzz {abc — adr — bé"- — ep 4- 2 clej )^ , 

on trouvera [^Buüeiin d’avril i 83 o (')] 

dq dp 


(. 3 ) 


, _yJ_ ( f 

4 TI ^ «y 0 0 

n TC 

^sinpüra, p.,'J 




dq dp 


Si les fonctions ‘ 

w{x,y,s), 

n’ont de valeurs sensibles que pour de très petites valeurs numériques 
de .X-, J, les intégrales définies que renferme le second membre de 
la formule (t3) n’auront de valeurs sensibles que pour des valeurs de 


( 1) OJIuvrcs de Cauchj, S. Il, T. IL 
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X, y, Z, t propres à vérifier sensiblement les formules 

1 — 0 , fi = O, V = O, 

ou, ce qui revient au même, les formules 

tcosp tsmpoosq isinpsin^ 

Or, de ces dernières, jointes à Téquation (8), on tirera 

OU, ce qui revient au même, 

(i 4 ) a^--h bj-H- 2 dy-z h- 2e^^* -h 

Donc la formule (i 3 ) conduira aux conclusions que l’auteur des Exer¬ 
cices a énoncées dans le Mémoire du 12 avril i 83 o le XX^ Cahier 
du Journal de VÉcole Polytechnique (^ )], et que nous allons reproduire. 

Supposons que Véquation 

2^'/DyD:;-4- 25 D-D^-4- 2 /D^cDy)^ 

se rapporte à une question de Mécanique ou de Physique dans laquelle t 
représente le temps et x, y, z des coordonnées rectilignes; supposons d'ail¬ 
leurs que les valeurs initiales de vs et de D^trr soient sensiblement nulles 
pour tous les points situés à une distance sensible de Vorigine des coordon¬ 
nées, Au bout du temps ^, la variable xss ri aura de valeur sensible que dans 
le voisinage de la surface du second degré représentée par réquation (IZ^). 

Cela posé, concevons que la quantité uj dépende des vibrations très 
petites d'un corps solide ou d'un fluide pondérable ou impondérable, et 
que ces vibrations, d'abord produites dans le voisinage de Vorigine des 
coordonnées, se propagent dans l'espace, et donnent ainsi naissance à une 
onde sonore ou lumineuse, La surface de l'onde coïncidera, au bout du 
temps t, avec celle de l'ellipsoïde représenté par l'équation (i4)* Ptxr suite, 
la vitesse du son ou de la lumière, mesurée suivant le rayon vecteur r de 

cet ellipsoïde, sera la quantité représentée par le rapport ^ • 


(1) OEuwes de Cauchy, S. II, T. 1. 
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NOTE TROISIÈME. 

Intégration des équations qui représentent les mouvements infiniment petits 
d un système isotrope de molécules. 

Soient, dans un système isotrope de molécules, 

æ, y, ^ les coordonnées rectangulaires et initiales d’une molécule m, 
correspondantes à un état d’équilibre; 
ç, Y], les déplacements de la même molécule, au bout du temps /, 
mesurés parallèlement aux axes coordonnés; 

+■ DsC la dilatation du volume. 

La valeur de u sera déterminée par une équation de la forme 

et les valeurs de Ç, '/], 'C par des équations de la forme 

I Voir les Exercices de Mathématiques pour l’année 1828, p. i8o et 
(')•.! question se réduira donc à intégrer deux équations aux 
dérivées partielles et à coefficients constants, dont l’une offrira un 
second terme représenté par une fonction donnée des variables indé¬ 
pendantes. Si, d’ailleurs, on nomme 

9 ï Tî .Xï '^)) 4^ (’^> y 1 fl ^ (•^î y y fl ^ j'i fl ^ Xi ^ ^ 

les valeurs initiales de 

-n, ç, D,?, D,yj, 

(ît si l’on pose, pour abréger, 

(i^iXi f = Dx <?{tc,y, z) -I-Dy x{x,y, z) + D. é(r,y, z), 
.i(r,y,z) =^J)^^(x,y, z) -h DyX(x, y, z) + D.W(.r, y, f. 

les fonctions 

fitv,y,z), Six, y, Z) 


(^) OEmres de Cauchy, S. Il, T. VIIL 
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représenteront les valeurs initiales de 

V, Dtv. 

L’équation (i) est entièrement semblable à celle qui détermine la pro¬ 
pagation du son dans l’air. En vertu de la formule (4) de la Note II, 
elle aura pour intégrale 

[ ’j = cos(a--+-6--1-|’(a?, r, x;) 

(^) 'l r‘ - '/ _\ 

I / COS ( -i— —H y“ ) “ ^ c)* ( tVf y'y ^ ) clt. 

\ •'•'ü 

Ajoutons que, en vertu de la même formule, la valeur de ^ déterminée 
par l’équation (2) sera de la forme 

(4) ■ 

la valeur de S étant 

1 Â = COS( 5 c--l- y'^ŸQ.it o{x, Y, 5) 

(5) r‘ i ^ ._^ 

I ~h J COS{ci--h s)dl, 

et la valeur de a étant assujettie : à vérifier, quel que soit t, l’équa¬ 
tion aux dérivées partielles 

(6) [D|-£2f(DS-^D,^. + D|)]8 = (a^-i2;)-j; 

2° à vérifier, pour t — o, les conditions 

(7) « = 0, D,8::=0. 

Or, sous ces conditions, la formule ( 4 ) de la Note II donnera 

D,8 = (i2- — Qf) (" cos((x--i-6^-i-y^y^£i,(t — t) x cos(st^-l-ê^-t-7')^tlT |’(.r, j', 

Jo 

■+ {Qr-—£IJ) f cos{a-^&^-Yy-y-^j{t-z) f cos(a 24 - 6 --t-y 2 )ï£jT.f(I-,J-, 

D’ailleurs, en posant, pour abréger, 

( a- -f- ê- H- y-.)- == p, ' 
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011 


a ulciitiquement 


41“ 


■ C’)2 


;) / cospi2,(/ —t) X r.nsp.Q^^- ^sin sinpa,/ 


. fiO? 


cos P O i — £ 2 ^ cos P i>, / ) dt, 


{Lr-~Lyj) f'cospa,ic-z) f\ospa-dr^-=S^^î^ii:z.^!^lE^ 

* 0 Jo rj 


f f ( £ 2 '- cos P £2 i — £ 2 ; cos p £ 2 , i ) dt-. 


Donc la lormule (8) peut s’écrire comme il suit : 


l)fM: 


1<|) < 


«' 0 

/./ /*/ 


f [ £22 cos ( «2 -h 62 -h y»- )-’ £2; _ ÇIJ cos ( a2 + + y 2 f £2^ /] j' ( _7, 3 ) 


di 


- f I [i22cOS(a2-+.62H-y2)2£2i _£2f C0S(îc2 + S2+y2)2.Q^^].f(^., 


Oi-, ccUo deniière, comliince avec la formule trouvée en 1819 par 
M. Poisson, c’est-à-dire avec la formule (6) de la Note II, donnera 


(10) 


I ~ 7if, . I r(^v' ' 9 )] dp 

j 'l" ^ jf [£ 22 ,f (II, V) — £ 2 ; .?(};„ V,)] c/ÿ c//?, 


le sipne D7' indiquant une intégration effectuée par rapport à f, à partir 
d(‘ / = 0, et les valeurs de X, (j., v, X,, [jl,, étant 


2. =:.:r-i-£2^ cosp, [J. —j-hiil s'inp cosfj, '■> =--+-£2/! shi/jsiiuy, 
5 .,=-r-f-£ 2 ,i C0375, J/-I-£ 2 ,isin/) C0S7, ' 3-t-£ 2 / sin/.) siiiiy. 


De plus, on tirera immédiatement de l’équation (10), en observant que 
a doit s’évanouir avec 2, 


/ l)""^ ^*2 71 ^. 7ü 

« = jf [iï* f (X, F. '•') - Pn V,)] c/7 dp 

1 n -2 ^TZ 


OEup/'cs de C. — S. I, t. VI. 


00 
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Les formules ( 4 ), ( 5 ) et (ii) qu’on obtient, comme on vient de le 
'oir, en combinant avec le théorème de M. Poisson la dernière formule 
lu Mémoire de 1827 sur l’application du calcul des résidus aux ques- 
ions de Physique mathématique, suffisent pour déterminer les lois de 
a propagation du mouvement dans les milieux isotropes. Ces formules 
ont précisément celles que j’ai mentionnées dans les livraisons 7 et 8 
les Exercices d’Analyse, et que j’avais obtenues à l’époque où je m’oc- 
upais de la théorie des corps élastiques. Les manuscrits qui les ren- 
erment ne fixent pas avec précision leur date, que divers indices 
eportent à l’année [828. Mais ce qui n’est pas douteux, c’est que le 
lémoire du 12 janvier 1829 indique des formules tirées du Mémoire 
e 1827, non seulement comme offrant, sous le signe /, les fonctions 
ai expriment, à Vorigine du mouvement, les déplacements et les vitesses 
les molécules, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, mais encore 
;omme propres à fournir les lois suivant lesquelles un ébranlement produit 
n un point donné d’un système de molécules se propage dans tout le sys- 
ème. Ajoutons que le Mémoire du 17 mai i 83 o cite précisément le 
héorème de M. Poisson comme fournissant le moyen de réduction des 
ntégrales correspondantes à un système isotrope, et que, relativement 
. un tel système, le Mémoire de janvier 1829 dit expressément (t. IX 
les Mémoires de l’Académie des Sciences, p. i t 5 ) : 

Si un système de molécules est tellement constitué que l’élasticité du sys- 
ème soit la même en tous sens, un ébranlement, primitivement produit en 
in point quelconque, se propagera de manière qu’il en résulte deux ondes 
phériques animées de vitesses constantes, mais inégales. 

Je rappellerai en finissant que les formules ( 4 ), ( 5 ) et (ri) ne dif- 
èrent pas au fond des intégrales que M. Ostrogradsky a données dans 
m Mémoire lu à l’Académie de Saint-Pétersbourg, le 10 juin 1829, 
iité par M. Poisson en octobre i 83 o, et publié en i 83 i. 
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NOTE QUATRIÈME. 

Slir rintégratLon des équations qui représentent les mouçements infiniment 
petits un système de molécules dont l'élasticité reste la meme en tous sens 
autour d'un axe quelconque parallèle à une droite donnée, 

La (|uostion dont il s’agit ici, et sur laquelle je reviendrai dans un 
autre article, a été traitée, non seulement dans le Mémoire du 12 jan¬ 
vier 1B29, mais aussi dans le Mémoire présenté à l’Académie des 
Sciences le 17 mai i 83 o, et parafé à cette époque par le Secrétaire 
p(‘rpétuel, M. Georges Cuvier. 

laîs formules qui sont relatives à cette question.s’appliquent, à plus 
foi'te raison, au cas particulier où le système devient isotrope, et four¬ 
nissent alors les résultats suivants. 

Reprenons les équations (i) et (2) de la Note III, et posons, comme 
dans le Mémoire lithographié d’août i 836 , 

U = l)=n-DyÇ, V = 1>*C-D4. W = Dy?-D^r,. 

On aura 

(, ) [ 1)| - tif (.l).| H-1)|.+ 1)| )] Ü = O ; 

(ù l’on pourra encore, dans celte dernière équation, remplacer L par \ 
ou par W. Cola posé, on connaîtra immédiatement, d’une part u, et 
d’autre part U, V, W. D’ailleurs, 

U, U, V, W 


étant connus, on connaîtra 

( DI -h 1)]. +1)| ) ? = + 'VW -1), V, 

et, par suite, „ 

Or, on SC trouvera ainsi ramené aux formules (u)* (^) ('C 

Note III qui peuvent, en conséquence, se déduire, non seulement (i 
la dernière formule du Mémoire Sur lappUcation du calcul des résidus 
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aux questions de Physique mathématique, mais encore des formules 
établies dans le Mémoire du 17 mai i 83 o. 


160 . 

Analyse mathématique. — Rapport sur une Note de M. Passe t, relative à la 
détermination de la variable indépendante dans l’analyse des courbes. 

C. R., t. XIV, p. 5o8 (4 avril 184a). 

L’Académie nous a chargés, MM. Coriolis, Piobert et moi, de lui 
rendre compte d’une Note de M. Passot, relative à la détermination de 
la variable indépendante dans l’analyse des courbes. Avant d’exprimer 
notre avis au sujet de cette Note, nous pensons qu’il est convenable de 
rappeler les motifs qui ont engagé son auteur à la produire. 

M. Passot a fait précédemment à l’Académie diverses Communica¬ 
tions, qui ont été l’objet d’un Rapport lu à la séance du 3 o no¬ 
vembre 1840. Il est dit, dans ce Rapport, que les expériences entre¬ 
prises par M. Passot constatent certains faits que l’on doit considérer 
comme nouveaux; mais les Commissaires, en admettant ces faits, n’ont 
point admis les explications que M. Passot en avait données. C’est 
dans le dessein de faire prévaloir ses opinions thébiâques que l’auteur 
a rédigé la Note dont il s’agit en ce moment. Les propositions nou¬ 
velles que cette Note renferme nous ont paru, dès le premier instant, 
inexactes; et, convaincus de cette inexactitude, nous aurions désiré 
que l’auteur nous dispensât d’en fournir la preuve. Mais l’insistance 
avec laquelle il l'éclame un Rapport nous engage à rompre le silence, 
et à entrer ici dans quelques détails. 

Nous commencerons par convenir franchement et sans détour que, 
malgré les importants travaux des géomètres modernes, la solution 
exacte des problèmes de Mécanique rationnelle laisse encore beaucoup 
à désirer. Ainsi, en particulier, l’application des principes généraux 
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iii* Li ^IrTaiiuitip a ht tl«*N ma<*hiiu‘s» ou uhmuo siiuplenuMit à la 

lliriifir d,t^N on dns tluidns, prnstuitn (jutdiiunfois des diniciiltés 

rndlnH, -,iuî |t;tren 'tint* In^ nH^tlnnhss <l(* eahnil n(‘ soûl pa,s encore suffi- 
H.iiiiiîîiOit îoïiiioes, snit panu’ (|ue dans (dia([ue (jU(\stion Ton peut 

nraiJidre d a.\Hir «unt^ i|uelqîins données, soit enlin paian* (jU(‘. la loi des 
.t»*îiMiis laolfM ülaire-*. clans les eorps liquides ou lluid(‘S, ïd(‘st pas (‘on* 
inn* ii dnîiiiin avne a%si*/ di« prec‘isitni (*î (rt‘xa(*(ilud(n Mais ei'S dilTi- 
» nlfr** Mitî lajîiijdeîrïinnil cUraîtj^iuMxs aux princnpes ^nuiéraux de. la Me- 
iMiiiijin* il du I aleîi! inlinilesinial, elaldis surdos has(‘s solid(^s. I']n 
I riîo% nr peiueul dc‘venir des nnU.ils d’ahandoniKU* c('s 

iiiniiir » pi iiti ipî s; î‘l rnn didî inêine observer qu(% <lans 1(‘S (pu^stions 
plii '* iiiiplrs aii\qntdies eeiixod peuvent ê(r(‘ appli(|ués plus ra(‘il(un(‘nl 
*1 plii'4 rn/oiirrioonnonî. 1ns m'^nltats dti ealeid sont. [H)ur Tordinaiian 
• ttiiîurîiifs résultats de l’expcu’iinun*. 

la* . reiHart|itrs qut* lious ViUUHisdt* faire nous raîninienl tout na(u- 
irdli-îiifiii a la Noie de M. FassoF Fn eifet, les dinienllés (fini peu! 
olîi ii revpliealiMn de nrrîaius pliêuoînJuîes, dans 1(‘S inacliines à réa(‘- 
îniii, ii'oîil aneiin rappnrf aven la ipuestion aj^iléi* dans Note, et 
qui non isfe a sa^eirsi. dans les priddeuHVs dt» Méeani(jU(‘, il est ou non 
|i*'i d*‘ preiidn» le teiiips pour variabl(‘ indcqieiidaule. Ainsi la No(,(‘ 

de M. Passiiî, f’iiî idli‘ deuionslrati\t‘il re^nird des propositions (jirell(‘, 
eHîiiiruit. ne remplirait pas le liut que rau((‘ur s’était pro|)osé. Mais 
lions allons jdiis loin, lU quelques réflexions biini simples suffiront 
|e.iiîr lîMOîiia'r ijîie ees propositions sont inadinissibbns, 

îairsqii»* piii^iiOîrH \arîaldes sont lîees initre idlt'S par diversc^s (upia- 
Iniiu., quelques-unes de c'es \arialdes peuvmil éfr(‘ (‘oiisidéréi^s conun(‘ 
liijtelioiis des autres qui preuuent le nom d.e nintth/n' (/n/c/H^niia 
SîijijtosMîeo eu luiiiîeîilier. deux variabb^s liées (Uitn^ (dl(‘S par um^ 
seuil* is|ii,ilioii. e’esîsrolîre. deux Variables liées mitre (dles ( 1 (^ tell(‘ 
sorte qîiiu rime niant donuee* Taiilre s’eu déduise, l/nne. des deux 
laruiiiles sera iiïie fouefiou de Taurre considérée eomm(‘ variable inde- 
liriidatile. Mais il est clair que le elmix de la varialde imbqumdante 
sr‘ra riiliereiiimit arliitraire. Ainsi, par exemple, dans lu Mecani(pie, 
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l’espace parcouru par un point matériel qui sc meut, et le temps em¬ 
ployé à parcourir cet espace, sont deux variables dont l’une dépend de 
l’autre, et dont l’une quelconque peut être prise pour variable indé¬ 
pendante. Effectivement, on peut demander, à volonté, ou quel sera 
l’espace parcouru pendant un temps donné, ou quel sera le temps em¬ 
ployé à parcourir un espace donné. 

Concevons à présent que l’on passe du système de deux ou de plu¬ 
sieurs variables au système de leurs différentielles. Ces différentielles 
ne seront autre chose que des quantités dont les rapports seront équiva¬ 
lents aux dernières raisons des accroissements infiniment petits que peuvent 
prendre simultanément ces mêmes variables. En vertu de cette définition, 
les différentielles des fonctions dépendront à la fois des variables indé¬ 
pendantes et des différentielles de ces variables. D’ailleurs, ces der¬ 
nières différentielles pouvant être choisies arbitrairement, il sera, non 
pas nécessaire, mais convenable, de les réduire, pour plus de simpli¬ 
cité, à des constantes, c’est-à-dire à des quantités indépendantes des 
variables dont il s’agit. On admet généralement cette réduction, et 
nous ne ferons ici aucune difficulté de nous conformer à cet usage. 

S’il s’agit de deux variables liées entre elles par une équation, on 
pourra considérer comme constante la différentielle de l’une ou <l(i 
l’autre variable, suivant que l’on prendra l’une ou l’autre pour indé¬ 
pendante. Il peut d’ailleurs arriver que, pour une valeur particulièri' 
de la variable indépendante, la différentielle de la fonction devienne 
infiniment petite par rapport à la différentielle de la variable. Mais, 
dans ce cas même, il faudrait bien se garder d’affirmer que la diffé¬ 
rentielle de la fonction sera toujours nulle, et d’en conclure que la 
fonction devra changer de rôle, c’est-à-dire, se transformer en variabh'. 
indépendante. En effet, non seulement une variable, dont la dilféren- 
tielle s’évanouit toujours, cesse d’être variable, et à plus forte raison 
variable indépendante; mais en outre la différentielle d’une fonction 
est généralement une quantité variable, dont les valeurs particulières 
doivent être soigneusement distinguées de la valeur générale. Si 
M. Passot n’avait pas omis cette distinction à la page 2 de sa Note, il 
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et si l’on pose, pour abréger, 

Yi^z—p, \)yZ — q, 

elle deviendra 

( 2 ) Y{x,y,z,p,q)-o. 

Soit maintenant 

( 3 ) z=zf{x, y,or.,^) 

une valeur de qui, renfermant deux constantes arbitraires a, S, ailla 
double propriété do vérifier l’équation (i), et de se réduire, pour unoi 
valeur donnée ’i de la variable x, à une certaine fonction de r, a, ê r('- 
présentée par f(y, a, 6), en sorte qu’on ait identiquement 

/(2, y, a, 6) = a, g). 

L’équation (3), dilfércntiée par rapport ày, donnera 

( 4 ) q = y,(x,S). 

Cela posé, concevons que des équations (3) et (4), résolues par rapport 
à a, fj, on tire 

( 3 ) K = it, 6 — i', 

U, e étant des fonetions déterminées de x, y, z, q\ et nommons 

U, V 

ce que deviennent u et v pour x = Les valeurs de a, 6, tirées des 
équations 

( - = «»€). 

( 6 ) 

( Q=^Y)yî{y,ct,&), 

seront précisément 

(7) « = U, g=:V. 

D’ailleurs, en considérant .s et ^ comme des fonctions de x, y, déter¬ 
minées par les équations (3) et (4)> ou, ce qui revient au même, par 
les formules (5), on tirera de la seule équation 


a = Uy 



r.\nt VIT N" loi. 


.'i-25 

i Mit crssi\fiuriil par l'appiirl à .r rl par rapport à v, 

H, . U // 7 // 
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iirri.i tir îa fiîriiitîlo *» . bitIbnoUibo par ra|)[)nrl à r, 

1 ^ 7/* ‘ : g Fn/ 
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Si riHi Hiiji|iusi* ijui» P stiit büiïiUH* dn pnooicr nnouhiaî ( 1 (^ la for- 
umir iii a Tauli* do roijtiatiou :a', ot* pnonior inoauhn^ sc réduira 
siijijiiriiioiil* iiii il zéro, uiî h uno fbïHiioïi défrnuioér 

-M.r, j% 71 

tir* j\ V, 7. Muh of^lto doruiorr Iivpotl'H^sr (^s( inadoiissihhî; (*ar, si 
•sllr so l"■|•aits;iil .sans ijoo la {unrtion f/] S(^ rauluisit idenl'ujiu^- 

iîP <* S. I, I, ^|. 
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ment à zéro, l’équation 

^f{x,y,z,q) — 0 

établirait entre 

7. •7 

une relation qui devrait subsister pour la valeur^ de .-r; et par suite 
l’équation , , 


établirait une relation entre les valeurs de l, y, qui peuvent être choi¬ 
sies arbitrairement, et les valeurs de s, q tirées des formules (G). Or, 
c’est là précisément ce que l’on ne saurait admettre, attendu qu(' les 
formules ( 6 ) peuvent être remplacées par les équations ( 7 ), et que 
celles-ci peuvent être regardées comme propres à fournir les vah'urs 
des constantes arbitraires a, 6 correspondantes à des valeurs donnéi's 
quelconques de y, q. Donc la fonction S{æ,y,:-,q) doit se rédiiiri' 
identiquement à zéro; et, lorsqu’à l’aide de la formule ( 2 ) on élimin(‘/> 
de l’équation ( 10 ), cette dernière devient une équation linéaire aux d(‘- 
rivées partielles, à laquelle doit satisfaire w, considéré comme fonction 
des variables 

X, y, -, q- 


Donc, en définitive, la fonction de x, y, z-, q représentée par a est uiu' 
intégrale particulière de l’équation linéaire aux dérivées parlielh's 

(1 l) PI)a:« S- Q Dj.a -t- (P/'-t- Q?) D;8— (Y H- q’L) !),;« O, 

dans laquelle on suppose p déterminé par la formule ( 2 ); et cette inté¬ 
grale particulière est celle qu’on obtient quand l’inconnue a est assu¬ 
jettie à prendre la valeur U pour a? = ^. On prouvera de même que la 
fonction c est encore une intégrale particulière de l’équation li¬ 
néaire (ji), savoir, l’intégrale qu’on obtient quand l’inconnue a (‘st 
assujettie à prendre la valeur V pour x = En conséquence, on peut 
énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Supposons que, étant donnée l’équation aux dérivées 
partielles du premier ordre, et à deux variables indépendantes, 

^ , y , Z, Dy—) " O, 
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on cherche rinlégrale particulière qui vérifie, pour x = la condition 

- = *'(,)■> a, €), 

i‘( y, a, g) désignant une. certaine fonction de la variable indépendante y 
et des Jeux constantes arbitraires a, S. Soient d’ailleurs 

a — U, è — Y 

les valeurs de a, & déduites des équations simultanées 
- = «, 6), <7 = D^f(j, SC, g). 

l i, seront généralement des fonctions déterminées des trois variables 


J> ' 7 ; 

et, pour résoudre la question proposée, il suffira d’éliminer q entre les 
formules 

a=zu,, 6 izz r, 


dans lesquelles u, e désigneront deux valeurs particulières de Vinconnue 
dé une équation linéaire aux dérwéespartielles du premier ordre et à quatre 
rariahles indépendantes 

X, y, Z, q. 

Si Von représente par 

Y, Z, P, Q 


les dérivées partielles de 
prises par rapport à 


F(^, /, p, q) 


J. 


Véquation linéaire dont il s agit sera ce que devient la suivante 
P Dx ^ Q J 8-1-(P/?-1-Q<7) P;: 8 — (Y-f-^^Z) — O, 

quand on élimine p à V aide de la formule 


F(jc, r, z,p,q)=:o-, 


et les deux valeurs particulières u, v de Vinconnue % seront celles qui se 
réduisent, Viine à U, Vautre à V, pour x = 

La méthode et les raisonnements, à l’aide desquels nous avons établi 
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le théorème qui précède, peuvent être appliqués dans tous les cas à 
Tintégration d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre, 
quel que soit d’ailleurs le nombre des variables indépendantes; et l’on 
se trouve ainsi conduit au théorème général que nous allons énoncer. 

Théorème IL Soit trr une fonction inconnue des n vaiiahles indé¬ 
pendantes 

œ, y, Z, . . . , t, 

assujettie à la double condition de vérifier : quel que soit /, Véquation 
aux dérwées partielles du premier ordre 


F {x, J, Z, Do:^, Dym, D-zd-, ..., D^ru) =: o ; 


pour t^^fia formule 

TH nü f y y Zj ... , iXj 6j y, • • • > ^ ? 


dans laquelle a, 6, 0 désignent des constantes arbitraires dont le 

nombre est égal à celui des variables Xy y, Zy . t. Posons d'ailleurs, 
pour abréger y 

= P, DjCT nz < 7 , D-ÜT ~ r, . . . , D/C7 ~ .ç ; 

et soient 

a~ü, 6z=V, y-W, 


les valeurs a, é, y, ... tùèes des formules 

GJ zr:; ^{Xj yyZy . . . , OC, 6, y, . • • , 

P zz I)a;f(^, 7, , a, 6, y, . . . , ^), 

q -zzl^yîi^Xy j'yZy a,6, y, 6/), 

J — D- f{Xy y y XJ, ...,oc,6,y, 6)^ 


U, V, W, ... représenteront des fonctions déterminées des 'in — i quan¬ 
tités variables 

x, y y Zy GJ, py g, r, 

ely pour résoudre la question proposée, il suffira d'éliminer 

Py qy J'y ... 




entre les formules 
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dans lesquelles 


a ~ 6 r, y “ (T’, 

(f, ... 


désignero?it n valeurs particulières de Vinconnue d'une équation linéaire, 
aux dérivées partielles du premier ordre, et à un variables indépendantes. 
Si Von représente par 

X, Y, Z, T, n, P, Q, R, S 


les dérivées partielles de 

prises par rapport à 

J'y ‘ • J t, xs, P, q, r, . . . , s. 


réquation linéaire dont il s agit sera ce que dedent la siiimnte 
P -H Q Dy « -h II -f-. . . 4- S 

• 4- (P 7 > 4- 07 -4 Rr H- ... + S5) Dct« 

-»- (X -4/m) - (Y 4- gH) Bps — (Z 4~ rR) 1),« o, 

» quand on élimine s à V aide de la formule 

F(x,y,z, t,Tn, P, q,r, s)" O ; 

et les 71 valeurs particulièi'es 

U, V, ÏT’, ... 

de r inconnue « seront celles qui se réduisent respectwement à 

U, V, w, 

pour / == T. 

Puisque l’intégrale générale d’une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre peut immédiatement se déduire d’une intégrale par¬ 
ticulière qui renferme autant de constantes arbitraires qu’il y a de 
variables indépendantes, le théorème II réduit évidemment l’intégra¬ 
tion d’une équation quelconque aux dérivées partielles du premier 
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ordre à l’intégration d’une équation linéaire du même ordre, dans 
laquelle le nombre des variables indépendantes est doublé. On peut 
d’ailleurs, comme on sait, réduire l’intégration d’une équation linéaire 
du premier ordre à l’intégration d’un système d’équations différen¬ 
tielles. Mais cette seconde réduction conduit rarement à des équations 
différentielles intégrables; et, au lieu de l’opérer, il sera généralement, 
plus avantageux d’appliquer directement à l’intégration de l’équation 
linéaire les formules générales que j’ai données dans un Mémoire litho¬ 
graphié de i 835 . En effet, posons, pour abréger, 


0 »=~ + 


/P/? -H Qc/ H- R /• + 


Z -H rJl 


D,.8 ■ 


et 






Dn« 


L’équation linéaire, que le théorème II substitue à l’équation propo¬ 
sée, deviendra 

D(8 = —□», 

et l’on tirera successivement de cette dcrnièiai 


u = \] +VÜ +y-u +..., 

r = V+VV H-Vn'- +..., 
(t<=WH-VW-+-V^W-i-..., 


On obtiendra ainsi directement les valeurs de 

U, V, It-, ... 

développées en séries qui, dans plusieurs cas, pourront être sommées, 
et qui d’ailleurs pourront toujours être employées tant que la valeur 
numérique de la différence i — v ne deviendra pas assez grande pour 
que ces séries cessent d’être convergentes. 

Dans d’autres Articles je donnerai de nombreuses applications des 
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principes que je viens d’établir, et je montrerai comment ces principes 
peuvent être étendus à des équations d’ordre supérieur au premier, 
ou, ce qui revient au même, à des systèmes d’équations simultanées 
aux dérivées partielles du premier ordre. 


162 . 

(IvneuL INTÉGRAL. — Sur une intégrale remarquable d’une équation 
auoc dérivées partielles du premier ordre. 

G. R., T. XIV, p. 769 ( 3 o mai 1842). 

Considérons une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
entre une inconnue cr et/i variables indépendantes 

dont la dernière t peut être censée représenter le temps, dans les pro¬ 
blèmes de Mécanique. L’intégration de cette équation pourra se ré- 
duin! à l’intégration d’un système d’équations différentielles du pre¬ 
mier ordre, ou bien encore, comme je l’ai remarqué dans la séance 
précédente, à l’intégration d’une seule équation linéaire aux dérivées 
partielles qui l’onfermcra ‘in variables indépendantes, et qui ne sera 
autre chose que l’équation caractéristique correspondante au système 
dont il s’agit. D’ailleurs, parmi les intégrales de ce système, il en est 
une qui ne contient d’autres constantes arbitraires que celles qui 
peuvent être censées désigner les valeurs initiales des variables indé¬ 
pendantes æ, y, et de l’inconnue o. Or il est important d’observer 

que cette intégrale du système d’équations différentielles est en même 
temps une intégrale de l’équation donnée aux dérivées partielles. Ajou¬ 
tons qu’elle se déduit immédiatement par élimination de n intégrales 
particulières de l’équation caractéristique, savoir, de celles qu’on 
obtient quand on prend successivement pour valeurs initiales de l’in- 
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connue de cette équation caractéristique chacune des quantités va¬ 
riables 

X, /, ro. 

Telles sont les propositions principales que je vais établir dans la pré¬ 
sente Note. 

Analyse. 


Soit 

J jKî -^3 • • ■ 3 ^3 ^3 • 3 y) - O 

l’équation donnée aux dérivées partielles, dans laquelle on suppose 

/>=:D^î!t, q — 'üyrss, /-^D-Br ..., s = DiCT, 

et nommons 


X, Y, Z, ..., T, n, r, Q, R, ..., s 
les dérivées partielles de la fonction 

f{x,y,s, ..., t,TS,p,q,r, .. ., ,ç) 

différentiée successivement par rapport à chacune des quantités va¬ 
riables 

J, ïïT, /;, <7, /*, .V. 

L’intégration de l’équation (i) pourra être réduite, soit à l’intégration 
des in — I équations différentielles comprises dans la fbrmuhï 

( dx _ dy _ dz _ _ _ di^ 

•P Q K S \?P -f" Q (J H- il /' “f-... S .V 

12 } < 

I _ dp __ dq _ dr 

[ “■ _ (X ) "“ zr(Yl^ir) zrczTTîï) '" ' * * • ^ 

s étant déterminé en fonction de 

os, y, s, ..., t, T 0 , p, q, r, ... 

par l’équation (i), soit à l’intégration de l’équation caractéristicjue 

(3) < (P/> -H Q<7 -t- R/' S.t) D^h 

'> -(X-+-pn)Dp8-(Y + qII)D^8-(Z-H/-ÏI)D,«-... = 0. 




i:\ ru \ i r N** avi. 


m 


^ M |t.\i î h'Il I îî'i\ iiH par 


a. %\ ts-. 


f ■ Mi> î ‘ ’ ‘Ir* *li' h* I III i iwvs i!r 


I , . /. ï'a, /», /•, ... 

tr.»ui i*î;iîiî jH»uT \alt'iir <lc X, vrriti(‘ rn|ualion ( 3 ), el 

|.:ti 

' * * t * * • ■ ’ ^ 

. ^rï' 4 ,.iiii» arlHîr.iîr«‘H. il MitUra, jhmu’ alitiaiir intégrale de l’é- 

I , «rr'llîlîlüer 

/*. 7- • 

rlâ I r^- U' s 1^111111 Ii'N 


/ 


j.i^Hiriii i«M!|riMi.s «jur lr> \al«Mir'H lie 


f.a p. V* •••• 

J,). . 4 •!. . rciluiM'iil. (unir iiiic valeur donnée 'T de la 


Vpres' loiis lie 1 

t,i 1 1 , > , 1 

a funiH* 

. , ... * . ' 

. y. . . 

.. '/ i. 

f> t» . ! * , 1 . 

J, 

‘ ’ * * 

.. Oi, 

•i t>, t / . » . 

- , .... ^ 

’ > ‘ * • 

.. 0 ), 

, te l . . 1 . 


. y. .. 

.. 0 ), 


, ,, , „ .J,„. .-..ite .•..udai.u, s.Hi reinidie. il snriif évidenune.nl que les 

i < m >i<' 

/'. '/• '■ . 


lu » • 4<-. iiii inuli '» 1 . M'i ilieiit. jHiiir t 


-, les suivantes 


/. tl,M, 


,/ iqra. /• 


<•! < ’ilàllte. >'U sltjijH^saljt 

! -.'.li, .iv« iui>’ valeur de 


,j)!*il eu soit ainsi, les foriunles (4) Iburni- 
,,, i, représenter im(‘ inléj^rale parti- 
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culière de l’équation (i), les dérivées/>, r, ... de cette intégrale prises 
par rapport h. x, y, nous devons conclure qu’en vertu des équa¬ 

tions (4) les conditions (5) seront vérifiées pour une valeur quelconque 
de t, si elles se vérifient pour la valeur particulière t = t. 

D’autre part, si l’on regarde les équations (4) comme propres à dé¬ 
terminer 

5T, p, q, r, ... 


en fonction d(' 


t, 


on tirera de ces équations, différentiées par rapport à x, 

D^w -H Dg7^ D;;cZït -h \)p II -t- D.yD^f^ -{- D,.zz Dj;Z' -h... ~ o, 
Da;(> -t- DctC DxHt -t-DpC BxP -l- D,e Da:<7 4-D,.e Dxr -h. .. = q, 
Da<r-h Djjrt'Da;® -+- DpfvDa/J-l- D,,«’Da ;9 -t-D,.Mri)a;'’-h... = o. 


et, par suite, 
( 6 ) 


S(± Da:ZzDp(’ DyO’. • ■) 

S(±:DcZz Dp('D^ie.. 


chacune des sommes représentées à l’aide du signe S étant une fonc¬ 
tion alternée dont les divers termes se déduisent les uns des autres 
par un ou plusieurs échanges opérés entre les seules lettres u, e, w,.... 
Comme d’ailleurs l’équation (6) devra continuer de subsister quand 
on échangera entre elles les lettres 

X et 7, P et <7, u et e, 


ou bien les suivantes 


.r et P et /*, a et it’, 

etc., il est clair que les conditions (5) pourront s’écrire comme il suit : 

S (± DaZz DpC DyO’. • •) 

S (± DcjZzDpe üqW ...)’ 

S(± DyC Yigu'ùpW...) 

S(± DctC Ùçzz DpW.. .)’ 
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s’en assurer en attribuant à t, non pas précisément la valeur ^ = t, pour 
laquelle les derniers membres de la formule (7) se présenteront sous 
la forme mais une valeur très voisine de t. Entrons à ce sujet dans 

quelques détails. 

Si l’on pose, pour abréger, 


O 


R 




Q 


11 


/• H--. . . 






et 



□ 8 dt^ 


alors, en attribuant à la différence i — ^ un modale assez petit pour 
que les séries demeurent convergentes^ on aura 


A? — ^ —j— V îc “1” V" «3/ -l— • • • ) 

^ “ y -H •+• V- J H-. • •, 

^ zzi^-hV.^ H-V^^ -H..., 


zziîj H- Vrss -l- V'^m -h. . . . 

D’ailleurs, si l’on considère la différence ü —- comme une quantité 
très petite du premier ordre, on pourra en dire autant de l’intégrah' 

qui se réduira sensiblement à 

et les divers termes d’une série de la forme 

Va, V^a, V*a, 

seront respectivement des quantités du premier, du second, du troi¬ 
sième, ... ordre. Cela posé, en se bornant à écrire, dans les développe- 
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* î î, ,r * 


I 1 ^* 31 »' 


I Ir, I 
ÎIIM » 

rl, I 
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rjfU ^ 


ni 5 / T J f' I 


ijili V'i'X i»‘i.iî ait UHMüO, 
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" ^ f : 1 

S 

s 


1‘ t> H .\ 

U/’ ;■/ ' s" ■• ^ v) 


1 / r) 
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mine des fonctions explicites des seules variables x, y,z, .. .,l. Mais, 
ns ce cas, la première et la dernière des formules (ii) donneraient 

^ T^ /P Q R \ 

Dxl*T = (^ — t) Da: (g-/J h- g- ^ H- -1- ... 4-si h- , 


îdis que l’on tirera des autres 




ailleurs, on conclura des formules (12) 


i) 


Dx®: 


Q 

s 




R 

S 


. + 5 4 - 


D 


*Vs 


ifin, on réduisant / — -î à zéro, on verra les formules (10) et (r4) se 
duire aux suivantes : 


î) 


5 ) 


D. 


D:ETrr : 


|)=«, I),(|| = c, 


D. 


autre part, en considérant 

p, <?) 


mme fonctions de x, y, z, ..., t, on tirera de l’équation (i), dilfé- 
ntiée par rapport à x, 

7) P Dx/i 4-Q D^ 5 ' É S Da;.s — O, 

i, ce qui revient au même, 

Pt. Qt. Pt. t. _ 

g ^xP “+■ g- H“ ■g Do;/’ H-. . . H- Dar^ — o; 


8) 




I A l H UT îfri. 


" 1 , ‘ tfii «b' r*iff ^Irrujrn» fiM-HUilr juiîife aux (MiiiaruMis ( iT)), an 

:1H -1, j - ^ 

■■• a /'IV,J.- 

ii.*ii. 1 |ï^ TiUüii’ra NUapli'îütMIÎ 

.., H M / ». 

,, 'î.iir. rii\|i-*itM'.*• .mIîihm*, i'î [♦Hîir/ T, rà(jiia(iaiA() ) 
i jr i ïwt i U .4 l i !^>iînuli‘ Ui , la [iratjùrr<Mli*s furüiuh's I y ) S(‘laMliiira 

, îi^ iHr lii.- .3 1 n]*‘ • »jt},i! ImU HjUa 

1 ,» iiM iifi f . lu.uijiir i'faiif aii|i!n'al»it’ U rhatMUH* <h‘s iMpialions (7 j» il (*n 
jrüiüs «pa r» «|u,4ia>u tu u'i'a, tauaiîit' ïUMis 1 avions ainioiir(‘, inu‘ 

»iir*”ÿ,'I'4i<■ |î.«it 3 ‘ hIu‘ 1 '** i t'*|Uafiuït 1 . 

Il i ■.! Imui »r^»lu-»“î uo ijîi»*, »!** rtajualittn ; î joiîilt* a la loriouh' ( ^ )♦ 

la Nitivanto 


I I* 1,1 U 


' \ i-ü 

11 . uiî-zKil*-. 'u-ruitl dv la turm-o 


,ii dm 

H F/» '■ <K/ ' Hr - ... 1 S.v 

*// 

>, \ ilU dA : rll \ 


ds 

(S i s\\] 




•î.:ud 


.|.i 


t ^ .., ,l.-Hi;-tiaiit lies loiH-littns (li'K'niiilires tir 

'/• ■■■< '* arliilrairrs 

1 ‘, , '**» V. ■ • • * ^ 

I nli*' < !!•■' jtiir 1 rtjtliilitHl 

f . r.. ;, .t.'m. v.z. W ■ ■ "• 

') .tn rlui.ilir v •*{ **' •■<lUUllons U) ri 



440 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

(22) , on retrouvera : 1“ les formules (8); 2° une équation qui se dé¬ 
duira de ces mêmes formules. On peut donc aisément revenir des for¬ 
mules (21) aux formules (8), et, par conséquent, à l’équation (10). Il 
y a plus, pour obtenir cette dernière équation, il suffira toujours d’in¬ 
tégrer les équations différentielles comprises dans la formule (20), 
de manière que l’on ait, pour f = t, 

(23) x—l, /=■/), ..., rs — (ù, = ..., .9 = ç, 

puis d’éliminer 

P, 5'> •••. <P- X- •••> « 

entre les intégrales ainsi obtenues, jointes à l’équation (21). 

Puisque l’intégrale (10) renferme, avec la constante donnée -, 
n constantes arbitraires 

K, v, K, •••, 0 ), 

elle est, par rapport à l’équation (i), ce que Lagrange appelle une solu¬ 
tion complète. Pour déduire de cette solution complète l’intégrale géné¬ 
rale, il suffira, comme on sait, de poser 

(24) n,Ç, ...), 

ce qui rendra K fonction des seules constantes arbitraires 

Ç, n, ç, ..., 

puis d’éliminer ces *mêmes constantes, devenues variables, entre les 
équations 

(23) K = o, D^K = o, Dr,K = o, Di;Kr=o, 

Alors l’inconnue gï aura nécessairement, avec les variables indépen¬ 
dantes 

cc J y y ...J 

une relation qui dépendra de la forme de la fonction arbitraire repré¬ 
sentée par î{x, y,z,.. .). D’ailleurs, pour t = T, les formules (9) coïn¬ 
cideront avec les n premières d’entre les équations (28), c’est-à-dire. 
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par conséquent 

(3i) I(nT - O)) = I r^- n=) = | (-—T-) = i 

Enfin, en ayant égard à l’équation (22) ou, ce qui revient au même, à 
la formule 


(32 




on tirera de la formule ( 3 i) 

(33) (^T^) = (y "-^■^)- 


Or, il est facile de s’assurer que, dans le cas où l’on regarde -q, 'Ç, co 
comme désignant des constantes arbitraires, la formule ( 33 ) repré¬ 
sente une intégrale de l’équation (28) ou (29). Car on tire do cette for¬ 
mule, en la différentiant par rapport à æ, y, z ou /, après avoir pris 
les logarithmes des deux membres, 


CT — ^ .-r- — CT — f,) ' 


^ y — ^ 


W — 0) — C* TS — G) — T" 


par conséquent 

pqrs =: æj'zt 


7 ^ — G) 


( _ .^.) ( _ ç. ) ( ^. _ ^.. ) 


u-yzt. 


Si maintenant on veut obtenir l’intégrale générale de réquatiou (28), 
savoir, la valeur de rs qui se réduit pour t = t à une fonction donnée 
î{x,y,z) des trois variables x, y, z, il suffira de poser dans la for¬ 
mule ( 33 ) 

puis d’éliminer yj, '( devenues variables entre l’équation 


( 34 ) 


|'^_ f(g,/i,O j-^ (/=- n^) ç=) (r^- T--^) 



i:\ ru\iT N" UH, 


khZ 

I i. n. f I 1 U ’ li i \ Vt‘ S t|r «‘i‘ îli‘ tMjuatina suci’t^ssivtantuil <liirôi‘(uiiiée pa»* 
.1 . »!r- !f*as quaütiîi’*^ ?» r,, ?. 

s, ; » .ju tlaui 4'Uiiir’r, i^îaiît ilt* la torinr 

. . .s L 

iriîl^-riii^iî it \-,iri.ihl**'» niîl4*|H'îMlaiital(H’s, (Mi ap(‘rau( (‘()uinu‘ dans 
V’iîipb* pj-.Trdriii, iMi \i*rrait rrtjitafioii H)\ S(‘ nMluiia^ à 

i ■ . i ^ , >■ 


I «'»|îi iiiü'U il>»iîîi»’«’ dt* la 

î /-,*/./. . 5 

, U, . N idurtions di‘/>, 7,/•.^d, 

si, i '. * I ï :!..i I |M|| ,’ « » î'rd lu f « ‘ a 


î* 




.// 

s P/’ ■ V ‘ * ' • • * 

iif 


Ul lU'rJ'.îU 


î I 


/• 


n 


■l, .... ^ 

f * ra r,> 

S Vp 1 Qv ^ 


1 - S.v 


.. , ..... .il sullM'inl.l-Alimi,«/'.'/■ 

, is C'?)- !>»'■ 


:, r ■ ' ' 

t'. iju.dmu l't ilt-VH'iHlrait 


v- 1, 


, ,.Ÿ . ,')M ...■:(< -)- 


... I-J. ;::r 

. .... 



44i COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

le Bullelia de la Société philomathique de tSiQ. Cette comparaison 

montre qu’il existe entre les fonctions 


et les fonctions 


a:, S', 

<î, t., dl, 


des relations qui pourraient encore se déduire des principes établis 
clans un Mémoire de M. Jacobi, combinés avec les propositions que 
nous avons obtenues. 


163 . 

Calcul intégral. — Addition aux deux Notes sur l’intégration 
d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 

C. II., T. XIV, p. 88i, i 3 juin 1842. 

Il ne sera pas sans intérêt de comparer les résultats obtenus dans 
ces deux Notes avec ceux qu’ont trouvés MM. .Tacobi et Binet, ainsi 
qu’avec ceux que j’avais trouvés moi-même dès l’année 1819, dans le 
Bulletin de la Société philomathique (janvier et février). 

Étant donnée une équation aux dérivées partielles du premier ordre, 
à un nombre quelconque de variables indiipendantes, on peut tou¬ 
jours déduire l’intégrale générale d’une quelconque des intégrales par¬ 
ticulières, que Lagrange appelle solutions complètes, et qui renferment 
autant de constantes arbitraires qu’il y a de variables indépendantes. 
Par suite, on peut se proposer, ou de trouver directement l’intégrale 
générale, ou de trouver directement une solution complète quel¬ 
conque, ou enfin de trouver directement une certaine solution qui 
mérite d’être remarquée, et qui l’enferme seulement les constantes 
arbitraires propres à représenter les valeurs initiales correspondantes 
que l’on attribue aux variables indépendantes dans l’intégration du 
système d’équations différentielles substitué à l’équation proposée. Le 
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seule, deviennent constantes, c’est-à-dire qu’alors l’équation (3) en¬ 
traîne les formules ( 2 ). 

Supposons maintenant que les n — i variables 

,r, f, s, ... 

deviennent fonctions de i et de constantes arbitraires. Les valeurs de 

P> ^ > - • • > 

qui vérifient les formules (r) et (3), pourront elles-inônies être consi¬ 
dérées comme des fonctions de i et des constantes arbitraires dont il 
s’agit. Désignons, dans cette hypothèse, à l’aide de la caractéristique §, 
une différentiation relative à une ou à plusieurs de ces constantes ar¬ 
bitraires, devenues variables, mais variant indépendamment de /. On 
tirera de l’équation (3 ) 

dSm =::pd-h çdây . .-h da: âp âç -h. . .-h ôs, 

OU, ce qui revient au même, 

d(8tu — P ôji‘ — ç âfz ::2 dj:? âp-h dy âç -i-... -h» d£ âs — d/j o.r — cP/ rjj/ —.... 

Or cette dernière équation se réduira simplement à une équation diffé¬ 
rentielle linéaire de la forme 

(4) d{èTS5 — P èx — q by — /'âs —..— G(6cy — p Hx — q dy — r èz ~.. .)d.i, 

si l’on choisit le facteur G, de manière à vérifier la condition 

( {9P dt — dp) Sx + {Oqdt — dq) oy -t- {Or dt — dr) ô/- -f-. .. — 0 dl onr 
(a) j 

( dx Sp -h dy èq ^ dz §r +... 1 - dt o.v =: o.. 

D’ailleurs, si l’on nomme 

X, Y, Z, T, n, P, Q, l\, ..., s 

les dérivées partielles de la fonction 

^ y t J . . . J ty XS f Py q y ï'y . . . y ,t ) 

prises par rapport aux quantités 
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qui pourront être censées représenter des valeurs particulières des 

variables 

y y Z y • • • J Çj ^5 • • • 

correspondantes à une valeur donnée t de la variable z; et ces inté¬ 
grales elles-mêmes pourront être présentées sous les formes 

£2=:«, 

(lO) ] 

I ® = 0, = 

les lettres 

a:, g-, ü, Q, T, .'R, ... 

désignant des fonctions déterminées de a-, y, t, ®, p, q,r, ..., 

qui ne renfermeront aucune des constantes arbitraires, et qui se rédui¬ 
ront respectivement à 

X, y, s, ..., CT, p, rj, r, ..., 

pour la valeur t de t, en sorte qu’on aura, pour t — 'î, 

j ar —£, y — -n, - —C, 5T~c.), 

( P = 0, q=X, r = 

Lorsque 

X, y, Z, . . ., CT, p, r/, /■, . . . 

sont déterminés, en fonction de l et des constantes arbitraires, par les 
formules (8) et(ro), alors, en posant, pour abréger, 

f'ddi 

(la) 

et intégrant la formule (4) considérée comme une équation différen¬ 
tielle linéaire, on obtient, entre la valeur générale du polynôme 

OGT — pSx — q ôy — /* — . .. 

et sa valeur initiale 

ôw — cp d'^ — âï) — dj ôÇ —. . ., 

correspondante à z = -t, une relation exprimée par la formule 

(lo) ocT p ox — q Sy — r dz — ...=: 0(^0 — tp o£ — y 5io — 4' • • )• 



FA TH \ÎT N- ÎHH. 


441 ) 

i4’i iiMîisavoiis NU|ijHisr ijui% dans les tbrinuh'S (îo), les con- 

‘Talitï • !»iîl J I l'fs 

rr%i.,iiriil iii*!r|ft*îMl;utti^s Ivs utu*^ des autres, Sup[M)S()ns inaintenant 
i|iT»dli'‘s ne lrHii\fMit assiijiiîies h ViU'ilitU’ eertaiïU‘S é(jua(ions (l(‘ cou- 

«T'ilil li'H jiri^lliii^’S UieUilîres 

f . J , V , 

rejirf^teiîtrirl îii*s tîiiH*îiiUîs dufUiees de 

Si I l's r-i|ii.il I*i lilie r*nidili»uî si»ut telles qu<* 1 un ait 

i il * .1 % . / y » > ■ • . 

la furiiiiiîr I î duîuiera i^eiîeraleüîeiit 

, If. i n.i ■■ y *-»a ; f U.: • ... ; 

i'ii iFaîiIrrH |i'i*iîies, |Hiîir ijU** la tlij!*‘reîHM‘ 

%*r"ipiiiuîiiHsr^ l} siilîîra yeiieraleiuent ijue la <liflereuec‘ 

S , y s#» 

>«• r«'«iui ..r ,1 /«•ru. « lîtsi-rutus il’ailli'tirH qtii', ciiactuic (l(‘s ('‘([unlioas ( l'i ) 

A Uiî •>!*' la I« M'Ilie* 

f !. . » 'f. ' « » ^ ‘e 

. |',u, . !, . imiiu.- 1.-^ . ..iisfaiit.-'. arltîlraiiv.s à l’aide des idntuih'.s ( lo), 
..U .tf.II.mira JU!i‘ aiitr»- i'.jUatit.ii dr la foniie 

/ ,v:,. , ... ..IL H', , .1 O. 

.|m rîaltliia ilüe rrl.itiu» nüif li-. (jiiaiitité.s variables 


I 


ra. /U */, e, 



450 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


Concevons à présent que les équations de condition, c’est-à-dire les 
formules (i4), soient en nombre égal à n. Si l’on en élimine 

c, -n, Ç; w, ç, X, t|/, 

à l’aide des formules (lo), elles se transformeront en n autres équa¬ 
tions 

( 17 ) 11= *^1 311' = O, 3b = O, .... 

qui ne renfermeront plus que 


X , y , Z , . . t , CT, p , <7, /•, 

et pourront servir à déterminer 


CT, P , q ,- r , ... 

en fonction de 

-t'- 7 , -, •••, t- 

Voyons maintenant dans quels cas les valeurs de 


Tjy J JJ J I J ... J 

ainsi obtenues, et la valeur correspondante de s tirée de l’équation (i) 
vérifieront la formule (3). 

Pour que les valeurs de 

X, y, Z, ..., CT, P, q, /•, ..., .V, 

tirées des formules (i) et (lo) et représentées par des fonctions déter¬ 
minées de 

L n, ç, ■ * •, w, tp, X, 4^, • • •, 

deviennent propres à vérifier les équations ( 17 ), il suffit que, dans ces 
valeurs, les constantes arbitraires 

i,, ’O, Ç, ■ • - , CT, Cp, X, 4, " ' • , 

cessant d’être indépendantes les unes des autres et de la variable /, 
soient assujetties à vérifier les conditions (i4). Mais alors la valeur du 
polynôme 

drs — P dx — q dy — r dz — . .. — sdt, 
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supposer ces mêmes variables indépendantes. Or, dans cette supposi¬ 
tion, la formulé (t 5) donnera 

(l8) 0^(0= O, D-,)W=X> D'6)=:4'= 

Si, pour fixer les idées, on représente par 

f(f, ri, Z,...) 

la valeur de w, f(^,Y],‘C, . ..) pourra être une fonction quelconque 
de y], ‘C, ..., et les formules (i8) donneront 

O =:D|f(^,y),Ç, ...), 

('9) ?>•••), 


Ces dernières formules représenteront, en effet, les intégrales les plus 
générales possibles de l’équation différentielle 

âù) = œ ijï -i- ^ (5 y) -H H- - • • • 

Si l’on y substitue les valeurs de 

I, -n, K, ■■■, w, ç, x> '!'> ••• 

tirées des formules (lo), on obtiendra n autres équations 

4^=0, 311, = O, 3T;, = o, 

qui représenteront n intégrales de l’équation (3) jointes à la for¬ 
mule (i). Enfin, si entre ces n autres équations on élimine 

on obtiendra une équation définitive 
(20) 3{. = 0, 

qui renfermera seulement les variables 

y y ^9 • • • J ty Xn, 
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r,|ii.iiMîî MTa IÎIH‘ iîitr^rîile de la Ibrraule (i), 

l■■•M|lU||r liîi,. i^tjiianiiîi aiî\ tlenvèe'^ partielles. Bile (‘n sera 
lu ^ I inU‘-^i\kU‘ |miMjîu* la ndatitnî élal)li(* par eett(‘ inlé- 

il 4'iîir^^' \jfiahl*‘s iîid**pi‘îidaîîtes 

, », . .... / 

ri I îII'-'flijii*■ d»*jH-iit}l'a di* la 


t r. r. , 


r r'ri .4 dyr 4 ifîir ÎMiifii*i{} aidntrain* dt» î varial>!(‘S indépiMidantes. 
^*.1 ! >t}i \rïii a iju^i Si* rialtiironl, putir/ t, les vahairs d(‘ 

/% 7. 

ÎU'r^ I dr' % f. »r Jll nlr , 


M, M, 

li viillîra d'Ml*'.**rarr «{u«% pa?îr / T, les fbrîiiüh^s ^lo) se re<luis(‘n( 
4m% l'^^rîiitilr s ! I , «i i|iiî* r«dîiiun;it.îiHi «les ecHîslutites arbitraira^s 

e, 4 * '«>, >, /» ' 5 ^', 

«'iilrr' Irn iMi-iiiiilrs î î li. Mj tbîïrîtit Ii*H (bpiuîiens 

1. r» s 

l>, t r, i , , a 

îi, ï « , i i 

flriîi*' Il lab-iir ^^riîrrafi* i!i* fa, teuruie par rê(|iîatiün (:u>), sera préci- 
^ !b ijiii a ia ifiiîîble pîaiprîete de vérifier, (jlitd (jue soit /, 
rr*ni,itiriii I etioiîiie tHie t'ijîîafitoi aiix diiivees particdbss, 

rî, |i*iiir I T, la eii||îii!îi)|| 

: I ÿ f,1 ï t\ K 

Il I *4 iiMii ifidirrr vrr *{»«% etaîil daiinèe la Valeur initiah* 11 ^% V» 

4 r ibie Miiiiiîi* iry rrtjiiatiuîi \vj , rciîfddiiet* avec* l(‘s forinulcss ( 2 ), 
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entraînera, pour t — t, toutes les formules ( 21 ), desquelles on'déduira 
immédiatement les formules ( 19 ), on substituant aux lettres 


les lettres 


cc ^ y y •••» P y * 7 ’ *’• 

'i, -fl, K, ■■■, «, ç, X, 4/, — 


La même substitution suffira pour déduire la formule (i5) de l’équa¬ 
tion (3) réduite, pour une valeur constante ^ de t, à la formub' 

clz P dx -f- dy —}— /’ dz h— •.. . 

Nous avons jusqu’à présent laissé la fonction ...), ou la 

valeur initiale de l’inconnue cr, entièrement arbitraire. Si cette valeur 
initiale était réduite à une fonction entièrement déterminée de w et 
de n constantes arbitraires a, ê, y, ..., l’équation ( 20 ) représenterait, 
non plus l’intégrale générale, mais ce que Lagrange appelle une wlu- 
tion complète de l’équation (/). 

Enfin, au lieu de laisser les constantes arbitraires 

I, -n, K, ... 

indépendantes l’une de l’autre, ce qui permet de passer de la for¬ 
mule (i5) aux équations ( 18 ), on pourrait réduire séparément à zéro 
chaque terme de l’équation (i5) en posant 

— O, O, oÇ ~ O, . . ., â&) = O, 

c’est-à-dire, en supposant 

Y), Ç, ..., &> 

indépendants des variables 


X, y, Z, . .., iy d, P y rjy /*, .... 

Donc les seules équations 

(23) = g--./], & = 

fourniront des valeurs de 


p, q, f, 
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qui, étant exprimées en fonction de 

OL ^ y ^ Z, .., ^ t 

et de 

*e, Ç, • • * J w, 

vérifieront simultanément les équations (i) et ( 3 ), quand on continuera 
de considérer y], ‘C, ..., co comme propi’es à représenter des con¬ 
stantes arbitraires. Si, entre les formules (aS), on élimine 

P, q, r, 

on obtiendra une certaine équation 
(e,4) K = o 

très distincte de la formule (20), et qui représentera, non plus une 
solution complète quelconque de l’équation (i), mais la solution com¬ 
plète dont j’ai signalé diverses propriétés remarquables dans la séance 
du 3 mai. Cette solution complète sera encore celle dont l’existence a 
ôté constatée, dans mon Mémoire de 1819, pour les cas particuliers 
traités dans ce Mémoire, et pour tous les cas, dans les Mémoires de 
M. .Tacobi et de M. Binet. 

Les calculs ci-dessus développés deviennent plus symétriques lors¬ 
qu’aux divers rapports compris dans la formule (9) enjoint le suivant 

ds 

—'(T 4- A-nj’ 

qui équivaut lui-même à chacun des autres. Alors aux intégrales ( 10^ 
se joint une intégrale de la forme 

3 = ç, 

rS étant une fonction déterminée de s, et ç une constante arbitraire liée 
avec les autres par la formule 

F (H, -fl, Z, • • •’, T, w, ®, x> •••>?) = °- 

Observons encore que l’on pourrait réduire à une constante donnée 
et non arbitraire, non plus la valeur particulière v de t, mais la valeui 
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particulière de l’une quelconque des autres variables indépendantes, 
ou même de l’inconnue w, ou bien encore d’une autre variable liée à 

y J Z J ..., C ^ 

par une équation donnée. Dans ces diverses hypothèses, en opérant 
toujours de la même manière, on obtiendrait, aulieu de la formule (i 3 ), 
d’autres formulas qui seraient toutes comprises, comme cas particu¬ 
liers, dans la suivante : 

( Ô5J — P Sx — q Sy — >' Sz —... — s ol 

(aS) I 

( —&{Sci> — CD —... — çSt). 

Dans l’équation ( 25 ), tout comme dans l’équation (i 3 ), on peut sup¬ 
poser à volonté que le signe â indique des différentiations relatives, 
soit à tout le système des constantes arbitraires, soit à une partie de 
ce système. D’ailleurs, si, co, o, y, 4 ^, ... étant fonctions de y], 'C, ..., 
la formule (i 3 ) se trouve une fois démontrée pour le cas où l’on fait 
varier une seule des quantités 

Y), Ç, ..., 

elle se trouvera démontrée, par cela même, pour le cas où l’on fera 
varier toutes ces quantités simultanément. Cette simple observation 
suffit pour prouver que la formule (i 3 ) est une conséquence immédiate 
des équations établies dans le Bulletin de la Société philomathique 
(année 1819, pages i 3 et 18). 

La formule (4) avait été donnée par M. PfaCF. En intégrant cette for¬ 
mule, on obtient l’équation (i 3 ), qui est digne de remarque, et qui se 
tire immédiatement, comme on vient de le voir, des formules com¬ 
prises dans mon Mémoire de 1819. La formule (i 3 ) elle-même a été 
obtenue par M. Binet. Enfin, une formule analogue à l’équation (t 3 ), 
et à laquelle on parvient, en posant, dans l’équation (21), 

(5ûl) = O, 

savoir 


( 26 ) 


fe —- (/? ^ -h r +. .. 4- s àt) 

= — ©(9 4- -f- . .-h ç( 5 t) 
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a tir tltuuHM' par Ja(‘übi. Ia‘s principnh'si (lilTérencos qui existent 
initia^ 1 aualyst* ilt)ni j ai lait usaj»’e dans le I\Iémoir(^ de i8.i(), et les 
tailiMils einplt^yt's par MM. Jatad^i ti Binti., (‘.onsistent : en ce que je 
niv suis st‘rvi tlt* la Idrinult^ ( T)), ou supposant successivement la carac- 
tt'risf iqiît* o ladalivt* a (diatuim^ dtas (‘onstantes arbitraires yj,... 
pniir blablir retiuation (ao), (aiidis que iMM. Jat'obi et Binet se sont 
stu'vis, Fun d(‘ la Idruuile (ati), Fanire dt^ la lormule (i3), pour établir 
I ta[natinn \ Ajnultms <|u<‘ dans la Not(‘ d(‘ M. Binet, comme dans 
lt‘s calruls tpii préta'Mbmt, bas dillénmtialions sont la^Iatives au systénuî 
riïfim- cb‘s ciiustantt^s arbilrairtas, tandis ([U(‘ dans mon Mémoirt^ (b‘ 
ïHîc) tdbas s<‘ rapportaient, ptmr tdiatim» lbrmnl(^ a une seule des con- 
stanttas arIFilrairtas 

-fh r. 

Fniin, tlans nom Mémoirt* dtMHM), b*s (‘.onslanbîsarbitrairtis (jiii rtqn’é- 
smibuit les vabmrs initiabas dt'S divtnast^s variabb‘s étaient, coTnmtî on 
vitmt (‘lu'ort* tb* b‘ {airt\ iïnmédiattuinmt introduittas dans bas calculs, 
et non substitnét's h (Faulres <‘onstanl(‘S, <a)mme dans les Mémoires 
des tlenx ;.;éomiiia‘S dmii il s’agit. 

H)i 

F\Le.t'i. {MiaaiAi.. MnNalrr sur Tinlr^nthon dos (v/iui/ions sunullanèos 

UUA' (Irriocvs purtirUrs. 

r,. H., T. XIV. {». S()j tî'i juin i84'^. ). 

En augmentant le nombîa* (b‘s ineonnmas dans un système d’eijua” 
lions (lifloriMilicIlos, un aux (lùrivôos [iarlinll(‘s, (rmi onlnï quolconque, 
ou ju'iil loüjiMirs l’aiiu'iior l'hilôfçralioii <l(^ cc sys(.(!tu(' a (U'ihi d un aulro 
systi'Uif il’i*(|natiuus du piaunirr ordre. Ou eoiieoil, doue (jiie. l(i Calcul 

iittéj,q-al aux diirérenees parlielles peut (M,re réduit à rin(6p:ration 
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d’équations simultanées aux dérivées partielles du premier ordre. En 
cherchant les moyens d’effectuer cette dernière intégratiqn, je suis 
parvenu à des résultats qui me paraissent dignes de quelque intérêt, 
et que je vais indiquer en peu de mots. 

On sait que l’intégration d’une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, lorsque cette équation est linéaire par rapport à l’in¬ 
connue et à ses dérivées, ou même seulement par rapport aux dérivées 
de l’inconnue, peut se réduire à l’intégration d’un système d’équations 
différentielles. Je trouve qu’on peut en dire autant d’un système 
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, lorsque ces équa¬ 
tions, étant linéaires par rapport aux dérivées des inconnues, peuvent 
servira exprimer des fonctions linéaires semblables des dérivées de la 
première, de la seconde, de la troisième, etc. inconnue, à l’aide des 
diverses inconnues et des variables indépendantes. D’ailleurs, dans 
chaque fonction linéaire, le coefficient de chaque dérivée peut être une 
fonction quelconque de toutes les variables. 

Lorsque des équations simultanées aux dérivées partielles du pre¬ 
mier ordre ne sont pas linéaires, on peut toujours ramener leur inté¬ 
gration à celle d’un système d’équations auxiliaires aux dérivées par¬ 
tielles du premier ordre, qui soient linéaires au moins par rapport aux 
dérivées des inconnues, et qui offrent pour variables indépendantes 
toutes les variables comprises dans les équations données. Les équa¬ 
tions auxiliaires étant intégrées, l’intégration des équations données 
sera réduite à celle d’un système d’équations différentielles. 

Enfin on sait que l’intégrale générale d’une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre peut se déduire immédiatement d’une in¬ 
tégrale particulière qui renferme autant de constantes arbitraires qu’il 
y a de variables indépendantes. On peut démontrer pareillement que 
les intégrales générales d’un système d’équations aux dérivées par¬ 
tielles du premier ordre peuvent se déduire immédiatement d’un sys¬ 
tème d’intégrales particulières dont chacune renferme autant de con¬ 
stantes arbitraires qu’il y a de variables indépendantes, chacune des 
constantes étant renfermée dans une seule de ces équations. Dans un 
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procliam article, je développerai les diverses propositions que je viens 
d’énoncer. 


165 . 

(ki.euL INTÉGRAI.. — IXetnarques diverses sur Vintégralion des équalions 
aux dérivées partielles du premier ordre. 

C. R.. T. XÏV, p. 952 (20 juin 1842 ). 

Dans la séance précédente, j’ai rappelé la méthode dont je m’étais 
servi ini i8 19 [Ihdletiu de la Société philomathique) pour intégrer com- 
lilètement les équations aux dérivées partielles du premier ordre, quel 
(pK'. fût d’ailleurs lo nombre des variables indépendantes, et j’ai com¬ 
paré cette méthode à celles qui ont été données depuis cette époque 
par M. .1 acohi (d. par M. Binet. Il m’a semblé utile d’examiner s’il ne 
serait [»as [lossihle d’appliquer à ces mêmes équations la méthode dont 
Lagrange et Charpit ont fait usage, de manière à lever les difficultés 
que cette application semblait présenter au premier abord. Tel est 
l’olijet de la présente Note. En approfondissant le sujet, je suis par¬ 
venu, non seulement à faire disparaître les difficultés dont il s’agit, 
mais encore à déduire de mon analyse quelques propositions nou¬ 
velles, et en particulier la suivante. 

Supposons que l’équation donnée renferme, avec les variables indé¬ 
pendantes 

dont l’une t peut représenter le temps, une inconnue c, et ses déri¬ 
vées partielles du premier ordre 

l>, q, r, .V 

relatives aux diverses variables indépendantes. Si les équations dilfé- 
rcntielles, que l’on substitue à cette équation aux dérivées partielles, 
sont intégrées, et si le système de leurs intégrales générales est décom- 
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posé en deux autres systèmes qui offrent respectivement : i" les va¬ 
leurs initiales dea;, y, z-, 2° les valeurs initiales des dérivées p, q, 

r, ..., et de l’inconnue cr, exprimées en fonction de 

X, y, Z, t, VS, P, q, r, 

on obtiendra une solution complète de l’équation aux dérivées par¬ 
tielles, non seulement en supposant les valeurs des dérivées p, q, 
r, ... déterminées en fonction de x, y, z, i,vs par le premier sys¬ 
tème d’intégrales générales, mais encore en supposant, avant cette 
détermination, une ou plusieurs intégrales du premier système rem¬ 
placées par une ou plusieurs intégrales correspondantes du second 
système, savoir, l’intégrale qui renferme la valeur initiale de æ, par 
l’intégrale qui renferme la valeur initiale de la dérivée relative à x ; 
l’intégrale qui renferme la valeur initiale dey, par l’intégrale qui ren¬ 
ferme la valeur initiale de la dérivée relative à y, etc. D’ailleurs, les 
valeurs p, q, r, ... étant une fois déterminées en fonction de x,y, 
Z, ..., t, VS, 011 pourra, dans tous les cas, en déduire celle de s, à l’aide 
de l’équation donnée, puis celle de vs, en intégrant la formule 

cIt^ = p dx q dy r dz s dt. 


166 . 

Calcul intégral. — Mémoire sur les équations linéaires simultanées 
aux dérivées partielles du premier ordre. 

C. R., T. XIV, p. 953 (20 juin 1842). 

Suivant une remarque énoncée dans mon dernier Mémoire, et plus 
anciennement dans un article de M. Jacobi que renferme le deuxième 
Volume du Journal de Crelle, on peut toujours intégrer des équations 
linéaires simultanées aux dérivées partielles du premier ordre, lorsque 
ces équations fournissent les valeurs de fonctions linéaires semblables 
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(ii's iliTivi'cs (les ilivrrst's iiifoninK's. Dans ce nouveau ]\[cmoire, je 
ftiiishlèrc le laH général oii des é(|ualions linéaiees simullanécs ue 
sati-'l'oiit jdiis il la euiulitiim <ni(' je vii'us de ra])peUn“, el, je prouve 
qu’alitrs luêiiie on [leut souveiU réduire leur in(ép,Talion à celle d’un 
systiuiie d’équations diiréreutit'lli's. J’iiidiqiu' les e.ondilions (|ui doi¬ 
vent élro reiindies poiu'que eett(' réduetion soit, possible, et des trans- 
luriuatioiiN reiiianjualiles que piuiveul subir les éijuatious données, 
dans le oas oii quelques-unes si'ulement de e('s conditions se vérilient. 
lùitin jo montre eoniinent b*s [irineipi's établis dans e(^ nouvaeui Mé- 
niture pi‘n\eut otre étendus et a|qdi(]ués ii rintéü;ration d’é([uations 
non linéaire--. 


ir>7. 


(ivieii ivinaeu.. 


Mrnioitr sur un lln'orvtnc fonduntcnUiL 
</uns /e ('(lieu! inh'i'rul. 

C. U.. I'. MV, (i. oiMi I'7 juin iHi-.>, I. 


Dans la ibforie des équations, les jjjéonii'lres ont av('e, raison consi¬ 
déré eonnne fonilamentale la question de savoir si touU^ é(|uation a une 
rai-ine. l’areilleuient, dans le Calcul intép;ral. une. des questions les 
plu- iiuporlantes, une question fondamentale, consiste évidemment à 
savoir ■>! toute équation diirérentielle ou aux dérivé(‘s parti(!ll((S p('ut 
être inte^ree. et si un systi-iiie tle semblables éijuations p(mt l’étri' 
pareillement. Or, ce qui a droit <le nous surprcmdn^ au premier abord, 
c’est «jiie. matuM'e le- nombreux travaux des j^éomètres sur le. Calcul 
intégral, cette (lucstiou si importante ne se (rouv(>, ntdlc part résolue 
dans toute sa pénéralile. \ la vérité, rexistence des inté^u-ales géné¬ 
rales des équations difTerentielles, qui reidérmmit une seule variable 
indépendante, se trouve maintenant établie par deux métbodes diverses 
(jue j’ai donnée.s. la preinii’re dans mes Lepons a 1 lundis Polytee.bnique, 
la seconde tiaits uu Mémoire lithographie de iB.l.'). A la vérité encore, 
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l’existence des intégrales générales des équations aux dérivées par¬ 
tielles se trouve établie dans certains cas où l’on parvient à intégrer 
ces équations, par exemple lorsqu’elles se réduisent, soit à une seule 
équation du premier ordre, soit à des équations linéaires dans les¬ 
quelles les coefficients des inconnues et de leurs dérivées demeurent 
constants. Mais un système quelconque d’équations différentielles ou 
aux dérivées partielles admet-il toujours un système correspondant 
d’intégrales générales? Tel est le problème dont la solution m’a paru 
digne de l’attention des géomètres. Cette solution repose sur des consi¬ 
dérations que je vais indiquer en quelques mots. 

Depuis longtemps les géomètres, en supposant, sans le démontrer, 
que toute équation différentielle ou aux dérivées partielles admet une 
intégrale générale, ont regardé la formule de Taylor comme un moyen 
de développer cette intégrale en une série ordonnée suivant les puis¬ 
sances ascendantes et entières d’un accroissement i attribué à une 
variable indépendante t, qui peut être censée représenter le temps. 
D’ailleurs, à l’aide d’un théorème général que j’ai donné en i 83 i, et 
qui est relatif au développement des fonctions, on peut s’assurer que, 
dans le cas où la série obtenue est convergente, la somme de cette 
série vérifie, comme intégrale, l’équation différentielle ou aux dérivées 
partielles, au moins pour des valeurs numériques ou pour des modules 
de l’accroissement i qui ne dépassent pas une limite fixe. Il y a plus, la 
même remarque est applicable aux sommes des séries que l’on obtient, 
lorsqu’en admettant l’existence des intégrales générales d’un système 
d’équations différentielles ou aux dérivées partielles, on cherche à 
développer ces intégrales par la formule de Taylor. Mais, dans tous les 
cas, il restait à démontrer que les séries obtenues étaient convergentes, 
du moins pour des modules de i suffisamment petits. Or ce but peut 
être atteint à l’aide d’un théorème fondamental qui détermine, non 
seulement une limite en deçà de laquelle le module de i peut varier 
arbitrairement sans que les séries obtenues cessent d’être convergentes, 
mais encore une limite de l’erreur que l’on commet en arrêtant chaque 
développement après un certain nombre de termes. La démonstration 
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km 

dr i‘(* tluMiîTïut^ Idiulauii'îital rc^posc*, coinnu^ on le verra ei-apres, sur 
les prineipes du uouvt'au (‘al(‘ul (|ue j’ai uonuné calcul des liniiics. el 
sur lui arfitiet^ il’aualyse (jui p<‘ut n*e(*voir dc’s noinhnuises el utiles 

ajspîiealions. 

VN\t,Ysr, 

Sur les. nimlutrs des J'tuic/iafis et sur les Uuu'tcs de ces modules, 
(lousidéruns <i’ahord uu<‘ st‘ul(‘ (diu'tiuu 


U fi u\ . t) 


de diviU'SiS variables 


a * .. 

attribuons a <a'S variables tb^s aeeroisseuuuits iinajijinaires 

>/ . V . . / 

d«uiî l(*s UHHlubss» rej»rês(Uitès par 

Y, Z, .... t, 

soient fellennuit eludsis (|Ut\ pour ces in(‘nu‘S inodul(‘S, ou |)our des 
Uiodules [dus petits^ 1 t'KpressicHi 

f .r ? ./•, > î a , ^ 1 ^ j 

n-f 4 |c loriftioii Ctuilintic dfs arj^umrnls et (les luodtilcs dos accroisse- 


lucnls imaguuiu’os 

entiîl soit 


r. V. .... i; 

\ f t' * e ^ y ! ^ J V, . . ., / i d) 


le plus i^raîul des irHulules c[ue puisse aeapnu’ir 1 (expression 

/' i ,#• , P' = y . Z e s , y t I /). 

i{tiîiïid Oïl y luit vari(U» l(\s ar^uunents des a(UU‘oissenïenfs unaj;inair(‘s 

.r. P’, .5 . 

laiwal,. l.'Urs mo.lul.-s iiual'ialilra. Ol. aura, d'aliri-s lus |uiuri|U's 
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du calcul des limites, non seulement 

mocl/(.r, 7 , 

mais encore 

( 2 ) modDiD™... Df/(.r, y,s, N 

la valeur de N étant 

N = (i .2.../) (i .2... .(i .2.. 

D’autre part, si la fonction u = f{æ,y, devient réciproque¬ 

ment proportionnelle à chacune des variables 

y'■) -"y ***5 

c’est-à-dire si l’on pose 

u—f{x, y, s, = aœ-y-' 

a désignant une quantité constante, on en conclura 

(3) Di.D™.. -D? /{X, J, = N -7). ; 

et, si dans le second membre de la formule ( 3 ) on remplace 


par 



on retrouvera évidemment le second membre de la formule (2). En 
conséquence, on peut énoncer généralement la proposition suivante : 

Théorème I. — Concevons que, dans une fonction donnée de diverses 
variables 

œ, y, Z, t. 


on attribue à ces variables des accroissements imaginaires dont les modules 

X, y, Z, ..., t 

soient tels que, pour ces modules et pour des modules plus petits, la fonction 
reste continue par rapport aux arguments et aux modules des accroisse¬ 
ments imaginaires dont il s’agit. Soit d’ailleurs v le plus grand des modules 



FATHAIT U»7. 

tii- iii i/üî i'tirn spandmi aa.v fnodidcs 


h (?;> 


X, /. I 

r/r",.v iii't^ndssi'j/^iiiis. Si, itvttfii tir faitT rroiin* 1rs rtirialdcs 


r, K - 

uiî t/if/i'rraiir mir tui pliisît urs fris ht jrtirtiofi dotuivr par rappoii a atir 
iiii 1/ pliish-ars tir i'r^ i'at'itiidrs, rti rhtîrtitlva utir dvrwvr d'an rrrldin ordre : 
^ / . pi fitr inoi\'rr nnr lantir snprnrurt' an rnodulr dr nitv drrWcr. il suffira : 
r* itr n'tliiir»' ht Jriniitm diaitn r à a/i produit dr la fornir 

OA \\ ^ «; 


dr ritlruhi', pour rr r#/v pur/tt'uht r, ht rah*ut' dr la (hf'iriT, rl d rr/n- 
fdarrr Ir produit U tî .r ^ \ ^ Z \ , t * par \ , ou, rr t/ui nvh^/il au nirnur 
ht r^uisianir it par Ir pîotluii \ a \ . . /, pttis 1rs l'ariahtrs 

r, », .... / 

ptif 1rs fiiodulr\ 

\, \ /, .... I, 

pri\ rhiii'un tivrr Ir sii^ur 

i .i |»ru}iu^ifiuîi t|{|r îiHiis \tl’tiablir (‘iilraiiu* iminr(lia((‘in(‘nl le 

îiieïirrîîïe InîMlaUH'iiîal ilenî l*(‘nHiu’ê : 


riliiiîiiMi, II. Siurut 

. M I ■ . 

ir% f/iiava iniut % d'unr smr tathuinrt suivant /r.v paissanrrs asi'r/ulantrs 
ti'tiur i't^j-itiinr i’tii lahlr i : rt rtuirt \ tais t/ut\ dttns rr//r .vr/vr, 1(\k ro([fJirtrtits 

I.., F. I. ... 

rrdiiistiii ii itto pois notnrs t tanposrs tir tt'nnrs (lotit r/iaruti soit Ir p/'o- 
tiiiii il tiu Uianltn ronsiatit ou plus r^rtu ralrtnrtit d anr ronstantr positive 
piif lr-% drriirrs ttr ilirrrs ta'dn s tir dtvrrsrs fouettons 


il , i , O 


f.|/, Kr#r» I 




I, I, \l 
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ou meme par des puissances de ces dérwèes. Soient d’ailleurs 


‘^'5 y • * • ) ^ 

les, variables qui entrent dans les fonctions u, w, ... ; soient encore 

X, y, Z, t 

les modales d’accroissements imaginaires attribués à ces variables, et telle¬ 
ment choisis que, pour ces modules ou pour des modules plus petits, les 
fonctions, modifiées en vertu de ces accroissements, l'estent continues par 
rapport aux arguments et aux modules des accroissements dont il s agit. 
Enfin soient 

t, y, ... 

les plus grands modules des fonctions u, c, w, .. . correspondants aux mo¬ 
dules X, y, Z, ... des accroissements imaginaires des v^ariables. Pour obtenir 
des quan tités positives 

... 

respeetwement supérieures aux modules des coefficients 

^0 ) É ) ^27 **.? 

il suffira de calculer ces coefficients dans le cas particulier oiï chacune des 
fonctions u, ç, . deçient le rapport d’un facteur constant 

a, ou a' , ou d', 

au produit des variables quelle renferme, puis d’attribuer aux xmiiables 


et aux constantes 


X, y, Z, 
a, a', a", 


les valeurs déterminées par le système des formules 


U-r=.'o^ iV:=:é'y 



Corollaire /. — Nommons i le module de i. Si la série 


( 6 ) ... 

est convergente, on pourra en dire autant à plus forte raison de la 
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ilaiiS liV|MUhi‘S(‘, 

C • s i,. ; Ijl ?■ 1,1 ' \ ... 

ri 

^ ^ \ I \£ f - 

Sk jiiiiir ralrulrr lt*s ^uniiuas S rt .s, oii arrtMi^ 1(‘S (l(‘ux séries apiTs un 
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Hi la MUiîîiin . jinut vtrv [irûsnntûn snus unn (uiann linics (‘ll(‘ pourra 
t'\n!i*îïiiîinuf M‘ dn<linri‘ d’uno valnar paili<‘ulii‘r(‘ d(‘ la souhïu» S, par 
raiiîtinr dn ralrül qui srrî il !raus)drnu‘r I„ on ot par la subslilu- 
liiiiî du îiîndiîîo * ii la \arialdo /, 

f'nmiltin’r II. Los valouis dis in(‘unnuos (|ui doiviuil vôrilun* d(‘s 
dilTiU'onfioilo^ un aux tiôrivoos parliollos s(‘ dÔYidop|>onl, par 
la iHrtiîuto do laslor ou do Maolauriu, (’U siudos [naadisonunil siun- 
lilalflos a la sorio '| . Ihuio los priaoip<‘s qui* nous vauions d’oialilir 
^’ajijiliquoiil a rinl<*;^ratioa do oos ôcjualions par S(U‘i(‘S» (d, [lour (l(‘- 
iiimitror roxisîonoo do lours iulô^rab's gônôi’alos dans Ions l(‘s (‘as, il 
irîiili'gror oos oquaîiuns daîis b* cas parîi(*uli(‘r oii oha(*un(‘ dtss 
loiiofioîis qui foriuonî jours sooouds uuunlïrc'S dt'vi(‘nt r(U‘ipro([U(UU(‘n( 
jirii|iiirtioiiîiollo aux qtiantilôx variablos don! tdb‘ (bqxuid. (^(‘sl o(‘ (|(i(‘ 
fîOîiH oxjdiquoi'oîis jduH t*n dotail dans los prcndiaiiuos S(Uin(‘(‘S, 


\\M\M ^îUUi.,MUion.. Ao/o sur vniauws solutions comp/ctrs d’onr 
i-tfiitiinin uu.r ({vnvvî s parttrHvs dit prrnnrr ordre, 

«: U , T. \!V. U I ^7 jüia 

Soit doiiitoo, oiilro n variablos iudô|MUHlaatos 
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et l’inconnue cj, l’équation aux dérivées partielles du premier ordre 
(i) ¥{x,y,z, ...,t,TS,p,q,r, ...,s):z=o, 

dans laquelle on a 

/) = Da;ïïT, '7 = Dy 5 T, ;' = D;nT, 

Si les équations différentielles, que l’on substitue à cette équation aux 
dérivées partielles, sont intégrées de manière que, pour <; = t, on ait 

■r — i, y —fl, 5 = ^ P— (f, — 

les intégrales obtenues pourront être présentées sous la forme 

2) = Ç, .... = û), 

.\-, ,y, ü, t', âl, ... désignant des fonctions de 

/, -, ..., t, ro, P, q, r, ... 

qui ne renfermeront aucune des constantes arbitraires 

I, -n, Ç, •••, w, 9, Z, (j', 

et si, en supposant que ces constantes arbitraires deviennent variables, 
on désigne, avec M. Binet, par la caractéristique o une différentiation 
relative à leur système, on pourra, comme j’en ai fait la remarque ( '), 
ramener l’intégration de l’équation (i), ou, ce qui revient au même, 
l’intégration de l’équation différentielle 

( 3 ) dxs5 ~ P dx q dy r dz s dt^ 

dans laquelle les 27 i -i- i variables 

X, y, s, .. ., t, 5J, P, q, r, . . ., 

sont liées entre elles par la formule (i), à l’intégration de l’équation 
différentielle 

( -i) i5w = cp + X ân + 4' + ■ • • > 


y = V], 


(1) OEiwrcs de Cauchy, S. I, T. VI, p. 451 . Extrait 163 . 



EXTRAIT N» 168. 


4.69 


qui ne renferme plus que un — i variables 

Y), Ç, W, O, 1 , 4», - 

Or on vérifie évidemment l’équation ( 4 ) en supposant constantes, ou 
les quantités 

(5) l, -n, K, , w, 
ou les quantités 

(6) 9, X, 4, O) —Xïi —4Ç — 

OU bien encore en supposant constantes l’une des deux quantités o, 
avec l’une des deux quantités v], y , avec l’une des deux quantités 'C, 
en même temps que l’expression à laquelle se réduit le po¬ 
lynôme 

w — 9^ — x^l — — • • • 

lorsque, parmi les termes négatifs 

— 9 ^) —•••> 

on conserve seulement ceux dans lesquels les premiers facteurs sont 
considérés comme constants. Cette simple observation fournit immé¬ 
diatement, et sans aucune intégration nouvelle, les diverses solutions 
complètes dont j’ai parlé dans la Note que renferme le Compte rendu 
de la dernière séance. Ainsi, en particulier, il en résulte que l’on 
obtiendra une solution complète en supposant les valeurs de 1 incon¬ 
nue cj et de ses dérivées/?, q, r, ... déterminées, soit par le système des 
équations (i), soit par le système des suivantes 

(7) ir = 9. '^=x> ^ = = - 

<5, y, ij;,..., U désignant des constantes arbitraires. Plus généralement, 
on obtiendra une solution complète, si l’on suppose les valeurs de w, 
p, q,r, ... déterminées par l’une des équations 


a; = l, 


f = 9 
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WO 

jointe à l’une des équations 

-T = v), 


puis à l’une des équations 


et enfin à l’équation 

const., 

et si dans ces diverses équations on considère chacune des leKi'o.s 
?> -n, Ç, •••, ?, X. '!'> 
comme représentant une constante arbitraire. 
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